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Àííîòàöèÿ

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ââåäåíèþ â èíòåðâàëüíûé àíàëèç è äåìîí-
ñòðàöèè åãî ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ. Ïîñîáèå àäðåñîâàíî âñåì, êòî
èíòåðåñóåòñÿ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòèêè ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èç ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Â ñëåäóþùåé
÷àñòè ïîñîáèÿ ïëàíèðóåòñÿ îáñóäèòü áîëåå ñëîæíûå ïðèìåðû ïðèìåíèÿ òåîðèè
è ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà â íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Èíòåðâàëüíûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîëîäîé ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöè-
ïëèíîé, è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû ïî íåé íåìíîãî. Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷àåòñÿ äëÿ
ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ òåìàòèêîé.

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è ìíîãèå ïðèìåðû çàèìñòâîâàíû èç ìîíîãðàôèè
Ñ.Ï.Øàðîãî ¾Êîíå÷íîìåðíûé èíòåðâàëüíûé àíàëèç¿ [1]. Ïî ñòèëþ è îõâàòó ìà-
òåðèàëà ïîñîáèå íàèáîëåå áëèçêî ê ëåêöèÿì O.Ñaprani, K.Madsen, H.-B. Nielsen
¾Introduction to interval analysis¿ [2].

Íàèáîëåå âàæíîé ÷àñòüþ ïîñîáèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðû, îò ñàìûõ ïðîñòûõ, èë-
ëþñòðèðóþùèõ àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ, äî áîëåå ñëîæíûõ, òàêèõ êàê ðåøå-
íèå ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåðèàë àïðîáèðîâàí â êóðñàõ äëÿ ñòóäåí-
òîâ êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿ Èíñòèòóòà Ïðèêëàäíîé Ìàòåìàòèêè è
Ìåõàíèêè ÑÏáÃÏÓ è àñïèðàíòîâ ïåðâîãî ãîäà îáó÷åíèÿ ÔÒÈ èì. À.Ô.Èîôôå
ÐÀÍ. [3].

Äëÿ âåðñòêè ïîñîáèÿ èñïîëüçîâàëàñü ñèñòåìà LATEX, à äëÿ ìíîãèõ èëëþñòðà-
öèé � èíòåðïðåòàòîð ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ METAPOST [4], êîòîðûé ïî äóõó
è ñðåäñòâàì áëèçîê ê èíòåðâàëüíûì ìåòîäàì è ïðèåìàì.
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1 Ââåäåíèå. Ïðåäìåò èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà

Ïîíÿòèå èíòåðâàëà è ìîòèâàöèÿ åãî èñïîëüçîâàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-
þò ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è. Ïðè èçìåðåíèÿõ, ìîäå-
ëèðîâàíèè, èñïîëüçîâàíèè ñòîðîííåé èíôîðìàöèè, ñîñòàâëåíèè çàäàíèé, ïðîåêòíîé
äîêóìåíòàöèè, îáñëóæèâàíèè òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðîãíîçèðîâàíèè, ïðèõîäèòüñÿ
îïåðèðîâàòü ñ äàííûìè è ìîäåëÿìè, êîòîðûå îïðåäåëåíû â êàêèõ-òî ïðåäåëàõ, à
äðóãîé äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèè íåò.

Ïðè íåâîçìîæíîñòè óòî÷íåíèÿ ýòèõ äàííûõ çà ñ÷åò ìíîãîêðàòíûõ èçìåðåíèé,
áîëåå òî÷íîãî ìåòîäà èëè ñïðàâî÷íûõ äàííûõ, ýòó íåîïðåäåëåííîñòü íàäî êàêèì-òî
îáðàçîì îïèñàòü, è â äàëüíåéøåì îïåðèðîâàòü ñ íåé. Íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì
òàêîãî îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöû âåëè÷èíû. Òàê ìû
ïðèõîäèì ê èäåå èíòåðâàëà êàê ìàòåìàòè÷åñêîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîéñòâ
îáúåêòîâ, íå îáëàäàþùèõ ñòðóêòóðîé, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíîçíà÷íû.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

Ïðèìåð 1.1 (Àðêà äîìà)

Äëÿ ïåðåâîçêè ãðóçà íåîáõîäèìî ïðîåõàòü â àðêó çäàíèÿ 1. Êàêîâà âûñîòà H àðêè,
åñëè âûñîòà ýòàæà 3 ì? Îíà âûøå ïåðâîãî ýòàæà (îöåíêà ñíèçó 3 ìåòðà) è íèæå
âòîðîãî ýòàæà çäàíèÿ (îöåíêà ñâåðõó � 6 ì). Òàêèì îáðàçîì, H ñîäåðæèòñÿ â èíòåð-
âàëå [3,6].
Ýòîò ôàêò ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: H ∈ [3, 6]. �

Ðèñ. 1: Âûñîòà àðêè

Ïðèìåð 1.2 (Èçìåðåíèå îòðåçêà ëèíåéêîé)

Èçìåðèì ëèíåéêîé îòðåçîê � ðèñóíîê 2.

0 1 3 3 4 5

Ðèñ. 2: Èçìåðåíèå îòðåçêà ëèíåéêîé
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Îöåíèì äëèíó îòðåçêà.
Äëèíà êðàñíîãî îòðåçêà: áîëüøå 3 äåëåíèé è ìåíüøå 5 � îöåíêà ãðóáàÿ, íî äî-

ñòîâåðíàÿ. L ∈ [3, 5]. �

Ïðèìåð 1.3 (Ðåãèñòðàöèÿ ñèãíàëà ìàòðè÷íûì äåòåêòîðîì)

Ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå ðåãèñòðèðóåòñÿ êàìåðîé ñ ðàçìåðàìè 16 × 16 ïèêñåë.
Íà ðèñóíêå 3 ñëåâà � ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòà îäíîãî èçìåðåíèÿ,
ñïðàâà � øêàëà ÿðêîñòåé. Â äàííîì èçìåðåíèè â ïèêñåëÿõ çàðåãèñòðèðîâàíî îò
0 äî 6 êâàíòîâ çàðÿäà. Íàêîïëåííûé â ïèêñåëå çàðÿä îöèôðîâûâàåòñÿ àíàëîãîâî-
öèôðîâûì ïðåîáðàçîâàòåëåì � äèñêðåòíîñòü ñèãíàëà ïî àìïëèòóäå. Âòîðîé âèä
äèñêðåòèçàöèè � ïðîñòðàíñòâåííàÿ. Çíà÷åíèå ñèãíàëà äëÿ ïèêñåëå ñ êîîðäèíàòàìè
(9, 7) íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [5, 6], äëÿ ïèêñåëÿ ñ êîîðäèíàòàìè (16, 16) � â èíòåðâàëå
[0, 1].

�

SPD 16x16  shot number =35685 frame number =1097

2 4 6 8 10 12 14 16
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Ðèñ. 3: Îäèí ñíèìîê ðåíòãåíîâñêîé ìàòðèöû

Ïðèìåð 1.4 (Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìà ïëàçìû â ñôåðè÷åñêîì òîêàìàêå)

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ðàçëè÷íûå ñå÷åíèÿ óñòàíîâêè ïî óäåðæàíèþ ïëàçìû: âàêó-
óìíîé êàìåðû � ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, ñåïàðàòðèñû (ãðàíèöû ïëàçìû) è ìàãíèòíîé îñè
(óñëîâíûé öåíòð òîêà ïëàçìû) � êâàäðàòû. Ðàçìåðû óêàçàíû â ìåòðàõ. Òî÷íîñòü
îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàçìåðîâ ïëàçìû �- ïðèìåðíî 1 ñì. Ñëåâà äàí îáùèé
âèä â ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè, ñïðàâà òî÷êè ñåïàðàòðèñû ïðåäñòàâëåíû èìåííî ñ
òîé òî÷íîñòüþ, êàêóþ âûäàåò ïðîãðàììà EFIT äëÿ åå ðàñ÷åòà.

�
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Ðèñ. 4: Ôîðìà ïëàçìû â òîêàìàêå. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � âàêóóìíàÿ êàìåðà, ïðÿìî-
óãîëüíèêè � ãðàíèöà ïëàçìû, ðàññ÷èòàííàÿ íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå

Òàê âîçíèêàåò ïîíÿòèå èíòåðâàëà. Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ áóäåì çàèìñòâîâàòü èç
ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè Ñ. Øàðîãî [1]: ¾Èíòåðâàë � çàìêíóòûé îòðåçîê âå-
ùåñòâåííîé îñè, à èíòåðâàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü � ñîñòîÿíèå íåïîëíîãî çíàíèÿ îá
èíòåðåñóþùåé íàñ âåëè÷èíå, êîãäà èçâåñòíà ëèøü åå ïðèíàäëåæíîñòü íåêîòîðîìó
èíòåðâàëó. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç � îòðàñëü ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, èññëåäóþùàÿ
çàäà÷è ñ èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ¿.

Ðèñ. 5: Âû÷èñëåíèå îòíîøåíèÿ äëèíû îêðóæíîñòè ê äèàìåòðó ïî Àðõèìåäó

3
10

71
≤ περίµ.κúκλoυ

διάµετρo
≤ 3

1

7

Ó÷åáíîå ïîñîáèå íå ïðåäïîëàãàåò ñåðüåçíûõ èñòîðè÷åñêèõ ýêñêóðñîâ. Òåì íå ìå-
íåå, ïðèÿòíî óïîìÿíóòü, ÷òî ó èñòîêîâ èñïîëüçîâàíèÿ äâóõñòðîííèõ îöåíîê ñòî-
èò îäèí èç âåëè÷àéøèõ ìàòåìàòèêîâ, Àðõèìåä, èñïîëüçîâàâøèé äëÿ îöåíêè îò-
íîøåíèÿ äëèíû îêðóæíîñòè ê äèàìåòðó ïåðèìåòðû âïèñàííûõ è îïèñàííûõ 96-
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óãîëüíèêîâ. Íà ðèñóíêå 5 � ðåêîíñòðóêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ èç åãî ðà-
áîòû Kúκλoυ µέτρησιζ.

Â öåëîì èíòåðâàëüíûé àíàëèç ëåæèò â ðóñëå áîëüøîãî íàïðàâëåíèÿ êîíñòðóê-

òèâíîé ìàòåìàòèêè, ñâÿçàííîãî ñ ïðèáëèæåííûìè âû÷èñëåíèÿìè, ðîäîíà÷àëüíè-
êîì êîòîðîãî áûë Ï.Ë. ×åáûø¼â. Åãî òåîðèÿ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé è ïðèáëè-
æåííûõ ìåõàíèçìîâ çàäàëè íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ãàðàí-
òèðîâàííîãî ¾êîðèäîðà¿ ðåøåíèé.

O

Ðèñ. 6: Âðàùåíèå êâàäðàòà

Ïðèìåð 1.5 (Ýôôåêò ¾îá¼ðòûâàíèÿ¿)

Ïðèâåäåì ÷àñòî öèòèðóåìûé â êíèãàõ ïî èíòåðâàëüíîìó àíàëèçó ïðèìåð íàðàñòàíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ [1].

Ïðåäñòàâèì òåëî êâàäðàòíîé ôîðìû, äâèæóùååñÿ ïî êðóãó. Ïóñòü ýòî äâèæåíèå
äèñêðåòíî è òåëî ïîâîðà÷èâàåòñÿ çà øàã íà 30 ãðàäóñîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà
îáðàçóþùèå îáúåêòà áóäóò íåïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò è èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà
ðåçóëüòàòà ïîâîðîòà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàçìåð èíòåðâàëüíîé îáîëî÷êè îáúåêòà
âîçðàñòåò. Â ðåçóëüòàòå èòåðàöèé íà îáúåêòå áóäåò íàðàñòàòü ¾îá¼ðòêà¿ � ðèñóíîê
6.

Ýôôåêò îá¼ðòûâàíèÿ îñîáåííî ñèëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè èòåðàöèîííûõ âû÷èñëå-
íèÿõ, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíûå çàìåíû ìíîæåñòâà ðåøåíèé (â äàííîì ñëó÷àå � êâàä-
ðàò, íàêëîíåííûé ê îñÿì êîîðäèíàò) íà áîëåå ïðîñòûå ìíîæåñòâà ïðîèñõîäÿò ìíî-
ãîêðàòíî.

�

Èòàê, ââåäåì ïîíÿòèå èíòåðâàëà. Èíòåðâàëîì âåùåñòâåííîé îñè [a, b] íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñëå, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó çàäàííûìè ÷èñëàìè a è b âêëþ÷àÿ èõ
ñàìèõ, ò.å.

[a, b] := {x ⊂ R | a ≤ x ≤ b}
Ïðè ýòîì a è b íàçûâàþòñÿ êîíöàìè èíòåðâàëà.
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2 Èíòåðâàëüíûå àðèôìåòèêè

Íàä èíòåðâàëàìè íóæíî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ. Îíè îñíîâàíû íà àðèôìåòèêå âå-
ùåñòâåííûõ ÷èñåë è èìåþò ñâîè îñîáåííîñòè, êàê êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êâàòåðíèîíû
è äðóãèå. Ïîýòîìó îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ èíòåð-
âàëüíûå àðèôìåòèêè � àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, ôîðìàëèçóþùèå àðèôìåòè÷åñêèå
îïåðàöèè íàä èíòåðâàëàìè êàê öåëîñòíûìè îáúåêòàìè.

Â îòëè÷èå óïîìÿíóòûõ ïðèìåðîâ, èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà íå îäíà. Ïîìèìî
êëàññè÷åñêîé, åñòü àðèôìåòèêà Êàóõåðà è äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû [1]. Ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííóþ ñèñòåìó, êîòîðóþ íàçûâàþò êëàñ-
ñè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà.

Êëàññè÷åñêàÿ èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà. IR � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, îáðàçîâàí-
íàÿ èíòåðâàëàìè x = [x,x ] ⊂ R òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèè
¾?¿ èç ìíîæåñòâà {+ ,− , · , / } ðåçóëüòàò îïåðàöèè ìåæäó èíòåðâàëàìè îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê

x ? y =
{
x ? y | x ∈ x, y ∈ y

}
. (1)

Ðàçâ¼ðíóòûå ôîðìóëû äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

x + y =
[
x + y, x + y

]
, (2a)

x− y =
[
x− y, x− y

]
, (2b)

x · y =
[

min{xy,xy,xy,xy}, max{xy,xy,xy,xy}
]
, (2c)

x/y = x ·
[

1/y, 1/y
]

äëÿ y 63 0. (2d)

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè.

Ïðèìåð 2.6 (Ðàçíîñòü äâóõ îäèíàêîâûõ âåëè÷èí)

Ïóñòü äâå ìàøèíû (ðèñóíîê 7 ) ïðîõîäÿò îòðåçîê ïóòè çà îäèíàêîâûé èíòåðâàë
âðåìåíè.

Âðåìÿ â ïóòè:
ïåðâîé ìàøèíû T1 = [9, 10] ñ
âòîðîé ìàøèíû T2 = [9, 10] ñ
Ðàçíèöà ìåæäó âðåìåíàìè ïðèõîäà ê ôèíèøó T12 = [−1, 1]

�

Îòëè÷èå èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè îò îáû÷íîé. Â êëàññè÷åñêîé èíòåðâàëüíîé àðèô-
ìåòèêå èñïîëüçóþòñÿ 4 äåéñòâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â ïîëå
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Ðèñ. 7: Ðàçíîñòü äâóõ îäèíàêîâûõ âåëè÷èí

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ îáðàòíû ñëîæåíèþ è óìíî-
æåíèþ. Äëÿ èíòåðâàëîâ ýòî íå èìååò ìåñòà. Â îáùåì ñëó÷àå:

(a + b)− b 6= a

(a · b)/b 6= a

Ïðèìåð 2.7 (Äîáàâëåíèå è âû÷èòàíèå èíòåðâàëà)

a = b = [−1, 1]

(a + b)− b = ([1, 2] + [−1, 1])− [−1, 1] = [0, 3]− [−1, 1] = [−1, 4]

[−1, 1] 6= [−1, 4]

�

Ïðèìåð 2.8 (Óìíîæåíèå è äåëåíèå íà èíòåðâàë)

a = b = [1, 2]

(a · b)/b = ([1, 2][1, 2])/[1, 2] = [1, 4]/[1, 2] = [0.5, 4]

[1, 2] 6= [0.5, 4]

�

Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðâàëüíîé
àðèôìåòèêè.

Èíòåðâàëû � ìíîæåñòâà, äëÿ íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ïî îò-
íîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ äðóã â äðóãà

a ⊆ b ⇐⇒ a ≥ b & a ≤ b
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Èìååò ìåñòî âàæíîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ: äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëîâ
a,a′, b, b′ ∈ IR è ëþáûõ îïåðàöèé ? ⊆ {+ ,− , · , / }

a ⊆ a′, b ⊆ b′ =⇒ a ? b ⊆ a′ ? b′ (3)

Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ðàñøèðåíèå îá-
ëàñòåé îïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ íåèçáåõíî ðàñøèðÿåò è îáëàñòü íà êîòîðóþ îòîáðàæà-
þòñÿ ðåçóëüòàòû àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä îáúåêòàìè.

Íåçàâèñèìûå è ñâÿçàííûå èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû. Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà èíòåðâàëü-
íàÿ âåëè÷èíà, åñëè èìååòñÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ â ïðå-
äåëàõ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà.
Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû a1 ∈ a1, . . . , an ∈ an íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè (íåñâÿçàííûìè), åñëè óïîðÿäî÷åííûé íàáîðà ïåðåìåííûõ (a1, . . . , an) ïðèíèìàåò
ëþáûå çíà÷åíèÿ èç äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ èíòåðâàëîâ èõ èçìåíåíèÿ a1, . . . ,an, ò.å.
èç áðóñà a1, . . . ,an ⊂ Rn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ
çàâèñèìûìè (ñâÿçàííûìè).

Óäîáíî ãîâîðèòü, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìûå èíòåðâàëüíûå âåëè÷èíû a1 ∈ a1, . . . , an ∈
an íàëîæåíû ñâÿçè, åñëè èìåþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó â âèäå âûðàæåíèé. Êîíêðåò-
íûé âèä ñâÿçíîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðàôè÷åñêè, èçîáðàçèâ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
êîðòåæà (a1, . . . an), íà ôîíå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ (a1× . . .×an). Òàêèå ÷åðòåæè
íàçûâàþò äèàãðàììàìè ñâÿçàííîñòè.

Ïðèìåð 2.9 (Íåçàâèñèìàÿ è ñâÿçàííàÿ èíòåðâàëüíîñòè)

Ïóñòü äëÿ ïåðåìåííûõ x1 è x2 èìåþò ìåñòî ôàêòû:

x1 = [0, 1]

x2 = [0, 1]

x1 + x2 = [0.9, 1.1]

 (4)

�

Ïåðâûå äâå ñòðî÷êè âûðàæàþò íåçàâèñèìóþ èíòåðâàëüíîñòü x1 è x2, à òðåòüÿ
� èõ ñâÿçàííîñòü.

Áåç íàëè÷èÿ ñâÿçè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðû x1,x2 ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìîóãîëü-
íèê [0, 1] × [0, 1]. Íàëîæåíèå ñâÿçè âûðåçàåò èç ïðÿìîóãîëüíèêà ïîëîñó � ðèñóíîê
8.

Ïðèìåð 2.10 ( Ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ è ñâÿçàííûõ èíòåðâàëüíûõ âåëè-

÷èí)

Ðàññìîòðèì [1], êàê èçìåíÿþòñÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèé èíòåðâàëüíûõ âåëè÷èí
â çàâèñèìîñòè îò èõ ñâÿçàííîñòè. Ïóñòü äëÿ âåëè÷èí x1 ∈ [0, 2] è x2 ∈ [0, 1] èìååò
ìåñòî ñâÿçü:

1 ≤ x1 + 2x2 ≤ 2.
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x1

x
2

x1 + x1 = [0.9, 1.1]

(0, 0) (1, 0)

(0, 1)

Ðèñ. 8: Äèàãðàììà ñâÿçàííîñòè äëÿ äâóõ èíòåðâàëüíûõ âåëè÷èí

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ýòèõ ïåðåìåííûõ.
Äëÿ ðàçíîñòè èìååò ìåñòî:

{x1 − x2 |x1 ∈ [0, 2], x2 ∈ [0, 1], (x1, x2) ∈ S} = [−1, 2] = [0, 2]− [0, 1],

çäåñü S � ìíîæåñòâî ñîâìåñòíûõ çíà÷åíèé ïàð (x1, x2). Îáëàñòü çíà÷åíèé ðåçóëü-
òàòîâ âû÷èòàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ èíòåðâàëîâ ïî ôîðìóëå 2.

Ðàññìîòðèì äàëåå ñóììó è ðàçíîñòü âåëè÷èí:

{x1 + x2 |x1 ∈ [0, 2], x2 ∈ [0, 1], (x1, x2) ∈ S} = [0.5, 2]

{x1 · x2 |x1 ∈ [0, 2], x2 ∈ [0, 1], (x1, x2) ∈ S} = [0, 0.5]

Ïðè ýòîì ïî ôîðìóëàì 2 èìååì:

[0, 2] + [0, 1] = [0, 3] ⊃ [0.5, 2]
[0, 2] · [0, 1] = [0, 2] ⊃ [0, 0.5]

Ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ñâÿçàííûõ ïðåäñòàâèòåëåé
èíòðåâàëîâ ñóùåñòâåííî óæå èíòåðâàëîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì êëàññè÷åñêîé
èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè. �

Îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè Íà îñíîâå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
ñòðîÿòñÿ áîëåå ñëîæíûå ñòðóêòóðû. Ôóíêöèÿ f : Rn → R íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé,
åñëè îíà çàäàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé êîìáè-
íàöèåé x1, x2, . . . , xn ïåðåìåííûõ è êîíñòàíò ñ ÷åòûðüìÿ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðà-
öèÿìè.

Òåîðåìà Ïóñòü f(x1, x2, . . . , xn) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííûõ àðãóìåí-
òîâ x1, x2, . . . xn è äëÿ íåå îïðåäåëåí ðåçóëüòàò F (X1,X2, . . . ,Xn) ïîäñòàíîâêè âìå-
ñòî àðãóìåíòîâ èíòåðâàëîâ èõ èçìåíåíèÿ (X1,X2, . . . ,Xn) ⊂ IR è âûïîëíåíèÿ íàä
íèìè äåéñòâèé ïî ïðàâèëàì èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè. Òîãäà

{f(x1, x2, . . . , xn) | x1 ∈X1, x2 ∈X2, . . . , xn ∈Xn} ⊆ F (X1,X2, . . . ,Xn),
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ò.å. F (X1,X2, . . . ,Xn) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) íà
X1,X2, . . .Xn. Åñëè âûðàæåíèå äëÿ f(x1, x2, . . . , xn) ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì ïî îä-
íîìó âõîæäåíèþ êàæäîé ïåðåìåííîé â ïåðâîé ñòåïåíè, èìååò âìåñòî âêëþ÷åíèÿ
âûïîëíÿåòñÿ òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Ïðèìåð 2.11 ( Çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèé îò âèäà âûðàæåíèé)

Ïðèìåð [1] çàâèñìîñòè ðåçóëüòàòà èíòåðâàëüíîé îöåíêè îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèé.
Äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f(x, y) = x · y − x + 3 íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x ∈
[0, 1], y ∈ [1, 2], îöåíêà îáëàñòè çíà÷åíèé [0, 1] · [1, 2]− [0, 1] + 3 = [2, 5].

Åñëè ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå êàê f(x, y) = x · (y− 1) + 3 , òî [0, 1] · [1, 2]− 1) + 3 =
[3, 4]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èíòåðâàëüíîì îöåíèâàíèè èìååò ñìûñë ðàññóæäàòü íå â
òåðìèíàõ ôóíêöèé, à â òåðìèíàõ çàäàþùèõ èõ âûðàæåíèé. �

Õàðàêòåðèñòèêè èíòåðâàëîâ è èõ ñâîéñòâà Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ñëå-
äóþùèå âåëè÷èíû:

Ñåðåäèíà (öåíòð ) èíòåðâàëà mid a = 1
2 · (a + a),

Ðàäèóñ èíòåðâàëà rad a = 1
2 · (a− a),

Øèðèíà èíòåðâàëà wid a = a− a.

Òàêèì îáðàçîì,
a = mid a + [−1, 1] · rad a,

÷òî ðàâíîñèëüíî
a = {x ∈ R : |x−mid a| ≤ rad a}.

Ñåðåäèíà èíòåðâàëà � ýòî åãî ¾íàèáîëåå òèïè÷íûé¿ ïðåäñòàâèòåëü, êîòîðûé íàè-
ìåíåå óäàëåí îò âñåõ òî÷åê èíòåðâàëà, à ðàäèóñ è øèðèíà õàðàêòåðèçóþò ðàçáðîñ
òî÷åê èíòåðâàëà, àáñîëþòíóþ ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè, âûðàæàåìîé äàííûì èíòåð-
âàëîì.

Ïîëîæåíèå è øèðèíà èíòåðâàëà è ñîçäàíèå èíòåðâàëà èç îáúåêòà íóëåâîé øè-
ðèíû:

wid a

rad a

mid a

Interval object

mid a

Point object

Ðèñ. 9: Ïîëîæåíèå è øèðèíà èíòåðâàëà. Èíòåðâàëèçàöèÿ òî÷å÷íîãî îáúåêòà

Ñâîéñòâà ñåðåäèíû:

mid (a ± b) = mid a + mid b,

mid (a · b) = a ·mid b, åñëè a ∈ R.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàäèóñà:

a ⊆ b =⇒ rad a ≤ rad b,

rad (a ± b) = rad a + rad b,

rad (a · b) = |a| · rad b, åñëè a ∈ R.

Ðàäèóñ (øèðèíà) èíòåðâàëîâ ïðè ñëîæåíèè è âû÷èòàíèè ìîæåò òîëüêî ñêëàäû-
âàòüñÿ è ïîýòîìó ïðîòèâîïîëîæíîãî (îáðàòíîãî ïî ñëîæåíèþ) ýëåìåíòà äëÿ íåâû-
ðîæäåííûõ èíòåðâàëîâ â IR íåò. Ïðè óìíîæåíèè íåâûðîæäåííîãî èíòåðâàëà íà
íåíóëåâîé èíòåðâàë ðàäèóñ ïðîèçâåäåíèÿ íèêîãäà íå ìîæåò ñäåëàòüñÿ íóëåâûì. Âìå-
ñòî ïîëíîöåííîé îáðàòèìîñòè èíòåðâàëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé èìåþò áîëåå
ñëàáûå ¾ñâîéñòâà ñîêðàùåíèÿ¿:

a + c = b + c =⇒ a = b,

a · c = b · c, 0 /∈ a, 0 /∈ b, 0 /∈ c =⇒ a = b.

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà èíòåðâàëüíûõ îïåðàöèé Èíòåðâàëüíàÿ àðèôìåòèêà IR ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé è ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì ñ îòíîøå-
íèåì ïîðÿäêà ïî âêëþ÷åíèþ ¾ ⊆¿. Â IR íåéòðàëüíûìè ýëåìåíòàìè îòíîñèòåëüíî
ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íóëü, à îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ � åäè-
íèöà:

a + 0 = a, a− 0 = a,

a · 1 = a, a/1 = a.

Èíòåðâàëüíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

(a + b) + c = a + (b) + c) � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ,

(a · b) · c = a · (b · c) � àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ,

a + b = b + a � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ,

a · b = b · a � êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ.

Äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò:

a + b · c 6= a · c + b · c.

Ïðèìåð 2.12 (Îòñóòñòâèå äèñòðèáóòèâíîñòè óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëî-

æåíèÿ)

[1, 2] · (1− 1) = 0,

[1, 2] · 1− [1, 2] · 1 = [−1, 1].

�
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Èìååò ìåñòî áîëåå ñëàáîå ñâîéñòâî:

a · (b + c) ⊆ a · b + a · c.

íàçûâàåìîå ñóáäèñòðèáóòèâíîñòüþ óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ.
Äèñòðèáóòèâíîñòü âûïîëíÿåòñÿ â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ:

a · (b + c) = a · b + a · c, åñëè a ∈ R,
a · (b+ c) = a · b+ a · c, åñëè b, c ≥ 0 èëè b, c ≤ 0.
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3 Èíòåðâàëüíûå âåêòîðû è ìàòðèöû

Èíòåðâàëüíûé âåêòîð � óïîðÿäî÷åííûé êîðòåæ èç èíòåðâàëîâ, ðàñïîëîæåííûé
âåðòèêàëüíî (âåêòîð-ñòîëáåö) èëè ãîðèçîíòàëüíî (âåêòîð-ñòðîêà).
Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà �- ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç èíòåðâàëîâ
aij : A = (a)ij .
Èíòåðâàëüíûå âåêòîðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðà 1×n
èëè n× 1.

Åñëè a = (a1,a2, . . . ,an), îáîçíà÷àþò a = (a1,a2, . . . ,an) è a = (a1,a2, . . . ,an).
Àíàëîãè÷íî, äëÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A = aij îïðåäåëÿþò òî÷å÷íûå ìàòðèöû
A = (aij) è A = (aij) , îáðàçîâàííûå ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷å÷íûìè ýëåìåíòàìè.

Èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà S � ýòî ïåðåñå÷åíèå âñåõ èíòåðâàëüíûõ âåê-
òîðîâ (ìàòðèö), ñîäåðæàùèõ S:

�S =
⋂
{a ∈ IR | a ⊇ S}

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö îïðåäåëÿþòñÿ êàê åñòåñòâåííûå
ïîýëåìåíòíûå îïåðàöèè.

Ïðè îïðåäåëåíèè îïåðàöèé íàä èíòåðâàëüíûìè ìàòðèöàìè èìååò ñìûñë âìåñòî
óñëîâèÿ (1) îãðàíè÷èòüñÿ êàêèì-ëèáî áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì. Óæå óïîìÿíóòûé
¾ýôôåêò îá¼ðòûâàíèÿ¿ ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåîæèäàííûì ñëåäñòâèÿì â ñèëó òîãî,
÷òî óìíîæåíèå ìàòðèö âêëþ÷àåò óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ èõ ýëåìåíòîâ. Â öåëîì ýòî
ïðèâîäèò ê óñëîâèþ:

A ?B = �
{
A ? B | A ∈ A, B ∈ B

}
. (5)

Êàê ïîêàçàíî â [1], îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé.
Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî èíòåðâàëüíûå âåêòîðû íå îáðàçóþò ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà â ïðèâû÷íîì ñìûñëå. Ýòîìó ìåøàåò îòñóòñòâèå äèñòðèáóòèâíîñòè â èí-
òåðâàëüíûõ àðèôìåòèêàõ.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (3), èìååò ìåñòî ìîíîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþ:
äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö A,A′,B,B′ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà è ëþáûõ îïå-
ðàöèé ? ⊆ {+ ,− , · , / }

A ⊆ A′,B ⊆ B′ =⇒ A ?B ⊆ A′ ?B′ (6)

Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ðàñøèðåíèå îá-
ëàñòåé îïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ íåèçáåæíî ðàñøèðÿåò è îáëàñòü íà êîòîðóþ îòîáðà-
æàþòñÿ ðåçóëüòàòû àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä îáúåêòàìè.

Äëÿ ëþáûõ èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö A è B, îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ñïðàâåäëèâû:

(A + B) + C = A + (B) + C) � àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ,

A + B = B + A � êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ.

Äëÿ èíòåðâàëüíîãî ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íåò åùå è (êðîìå îáû÷íîé êîììóòàòèâ-
íîñòè è èíòåðâàëüíîé äèñòðèáóòèâíîñòè ïî ñëîæåíèþ) àññîöèàòèâíîñòè.
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Ïðèìåð 3.13 ( Îòñóòñòâèå àññîöèàòèâíîñòè èíòåðâàëüíîãî ìàòðè÷íîãî

óìíîæåíèÿ)

A =
(
1, 1
)
, B =

(
1
1

)
,C =

(
[−1, 1]

)
(AB)C = 0 · [−1, 1] = 0

A(BC) =
(
1, 1
)
·
(
[−1, 1]

)
=

(
[−2, 2]

)
�

Íîðìû èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö è âåêòîðîâ Íîðìà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà � îáîáùå-
íèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ïîíÿòèÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ÷èñëà è ôîðìàëèçóåò
òàêèå èíòóèòèâíî ïîíÿòíûå ñâîéñòâà êàê ¾äëèíà¿ âåêòîðà.

Íîðìîé èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà a íàçûâàþò âåùåñòâåííóþ âåëè÷èíó ‖a‖ , óäî-
âëåòâîðÿþùóþ àêñèîìàì:

‖a‖ ≥ 0, ïðè÷åì‖a‖ = 0⇐⇒ a = 0 � íåîòðèöàòåëüíîñòü,

‖α · a‖ = |α| · ‖a‖ � àáñîëþòíàÿ îäíîðîäíîñòü,

‖a + b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖ � ¾íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà¿.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå âåêòîðíûå íîðìû:

‖a‖1 = |a1 + |a2|+ . . .+ |an|,

‖a‖2 = (|a1|2 + |a2|2 + . . .+ |an|2)
1
2 ,

‖a‖∞ = max
1≤i≤n

|ai|.

Íîðìîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A íàçûâàþò âåùåñòâåííóþ âåëè÷èíó ‖A‖ , óäîâëå-
òâîðÿþùóþ àêñèîìàì:

‖A‖ ≥ 0, ïðè÷åì‖A‖ = 0⇐⇒ A = 0 � íåîòðèöàòåëüíîñòü,

‖α ·A‖ = |α| · ‖A‖ � àáñîëþòíàÿ îäíîðîäíîñòü,

‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ � ¾íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà¿,

‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ � ñóáìóëüòèïëèêàòèâíîñòü,

proA ⊆ proB ⇐⇒ ‖A ≤ ‖B‖ � ìîíîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþ.

×åòâåðòàÿ àêñèîìà íå èìååò ìåñòà äëÿ âåêòîðîâ, ïîñêîëüêó èõ óìíîæåíèå íå îïðå-
äåëåíî. Åñëè ïîíèìàòü åå â øèðîêîì ñìûñëå, òî åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð è ñîãëàñîâàíèÿ âåêòîðíûõ è ìàòðè÷íûõ íîðì. Ïÿòàÿ
àêñèîìà îòíîñèòñÿ ê ò.í. ¾ïîëíîé¿ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêå ([1], ñòð. 48).
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Íîðìû èíòåðâàëüíûõ âåêòîðîâ è ìàòðèö ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ ìàòðèö A è âåêòîðîâ b, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå A · b , èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî:

‖A · b‖ ≤ ‖A‖ · ‖b‖.

Ìåòðèêà è òîïîëîãèÿ â èíòåðâàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàññòîÿíèå ìåæäó èíòåðâàëü-
íûìè âåêòîðàìè ìîæíî ââåñòè êàê íîðìó âåêòîðà èõ ðàçíîñòè:

dist(a, b) = ‖a − b‖.

Íà ïðîñòðàíñòâå èíòåðâàëüíûõ ìàòðèö àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè:

dist(A,B) = ‖A − B‖.

Íåîñîáåííûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöàA ∈ IRn×n íàçûâàåòñÿ
íåîñîáåííîé, åñëè íåîñîáåííû âñå òî÷å÷íûå n × n ìàòðèöû A ∈ A. Èíòåðâàëüíàÿ
ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îñîáåííîé, åñëè îíà ñîäåðæèò îñîáåííóþ òî÷å÷íóþ ìàòðèöó.

Ïðèìåð 3.14 ( Íåîñîáåííûå è îñîáåííûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû)

Ðàññìîòðèì äâå ìàòðèöû è îïðåäåëèì, îñîáåííû ëè îíè.

A =

(
[0, 1] [2, 3]
[4, 5] [6, 7]

)
, B =

(
[1, 2] [3, 4]
[5, 6] [7, 8]

)
Âòîðàÿ ìàòðèöà ïîëó÷åíà äîáàâëåíèåì êî âñåì ýëåìåíòàì ïåðâîé ìàòðèöû 1. Ïðî-
âåäåì èíòåðâàëüíóþ îöåíêó îïðåäåëèòåëÿ.

det(A) = [0, 1] · [6, 7]− [1, 2] · [4, 5] = [−15,−1] 63 0,

det(B) = [1, 2] · [7, 8]− [2, 3] · [6, 7] = [−17, 1] 3 0.

Ïåðâàÿ ìàòðèöà íåîñîáåííàÿ, à âòîðàÿ � îñîáåííàÿ. �

Èíòåðâàëüíûé ïðèçíàê Àäàìàðà. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëà-
äàíèåì ÿâëÿåòñÿ íåîñîáåííîé.

Ñèëüíî íåîñîáåííûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû. Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü
íåîñîáåííîé, íî ïðè óìíîæåíèè íà äðóãóþ íåîñîáåííóþ ìàòðèöó, ïðîèçâåäåíèå ìî-
æåò áûòü îñîáåííûì. Æåëàòåëüíî èìåòü áîëåå íàäåæíûé ïðèçíàê âîçìîæíîñòè
àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé.
Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ IRn×n ñèëüíî íåîñîáåííàÿ (ñèëüíî íåâûðîæäåííàÿ,

ñèëüíî ðåãóëÿðíàÿ), åñëè èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà (mid A)−1 ·A ñóùåñòâóåò è íåîñî-
áåííàÿ.
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Ïðèìåð 3.15 ( Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îáëàñòü íåîñîáåííîñòè ìàòðèö Íîéìàé-

åðà)

Ìàòðèöû Íîéìàéåðà èìåþò âèä [1]:

A =


θ [0, 2] . . . [0, 2]

[0, 2] θ . . . [0, 2]
...

...
. . .

...
[0, 2] [0, 2] . . . θ

 .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû Íîéìàåðà ÷åòíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà n íåîñîáåííû ïðè
θ ≥ n , à ìàòðèöû íå÷åòíîãî ïàðàìåòðà ïðè θ ≥

√
n2 − 1. Íî äëÿ è äëÿ çíà÷åíèé θ,

áëèçêèõ ê ãðàíèöå îñîáåííîñòè, ìàòðèöû Íîéìàåðà óæå íå ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåîñî-
áåííûìè. Íàïðèìåð:
Ìàòðèöà Íîéìàåðà ïðè n = 3, íå ÿâëÿþùàñÿ ñèëüíî íåîñîáåííîé:

A =

 3.2 [0, 2] [0, 2]
[0, 2] 3.2 [0, 2]
[0, 2] [0, 2] 3.2

 .

�

Îáðàòíûå èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû. Äëÿ íåîñîáåííîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A ∈ IR
îáðàòíîé èíòåðâàëüíîé ìàòðèöåé íàçûâàþò

A−1 := �{A−1|A ∈ A},

òî åñòü, èíòåðâàëüíóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà âñåõ îáðàòíûõ äëÿ òî÷å÷íûõ ìàòðèö,
ñîäåðæàùèõñÿ â A.

Ïðèìåð 3.16 ( Îáðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà 2× 2 â îáùåì âèäå)

A−1 =

(
a b
c d

)−1
=

1

ad− bc

(
d − b
−c a

)
=

( d
ad−bc

−b
ad−bc

−c
ad−bc

a
ad−bc

)
.

Åñëè a 63 0, òî, ýëåìåíò (2,2) ìàòðèöû A−1 ðàâåí

a

ad− bc
=

1

d− bc/a

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïî îäíîìó âõîæäåíèþ êàæäîé ïåðåìåííîé â ïåðâîé ñòå-
ïåíè è ïîýòîìó åãî îáëàñòü çíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì èíòåðâàëüíûì ðàñ-
øèðåíèåì

1

d− bc/a
.

�
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Ïðèìåð 3.17 ( Îáðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà 2× 2)
Ïðèìåð [1] ñ âû÷èñëåíèåì ïî ôîðìóëàì èç ïðèìåðà 3.16. Ïóñòü

A =

(
[2, 4] [−2, 1]

[−1, 2] [2, 4]

)
.

Ïðîâåðèì å¼ íåîñîáåííîñòü. Äëÿ ìàòðèö 2×2 ýëåìåíòû ìàòðèöû â îïðåäåëèòåëü
âõîäÿò ïî îäíîìó ðàçó. Ïîýòîìó:

det(A) = [2, 4] · [2, 4]− [−1, 2] · [−2, 1] = [4, 16]− [−4, 2] = [2, 20] 63 0.

Ïî ôîðìóëàì 3.16 ñ îäíèì âõîæäåíèåì êàæäîãî ýëåìåíòà â êàæäîå âûðàæåíèå,
èìååì:

A−1 =

(
[2, 4] [−2, 1]

[−1, 2] [2, 4]

)−1
=

(
[16 , 1] [−1

2 , 1]
[−1, 12 ] [16 , 1]

)
.

�

Ïðèìåð 3.18 ( Îáðàòíàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà 2× 2 îñîáåííàÿ)
Ïðèìåð èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû, ñîäåðæàùåé òî÷å÷íûå ýëåìåíòû [1]

A =

(
2 −1

[−5, 2] 3

)

det(A) = 2 · 3− [−5, 2] · (−1) = 6− [2, 5] = [1, 4] 63 0.

A−1 =

(
2 −1

[−5, 2] 3

)−1
=

(
[−3

4 , 3] [14 , 1]
[12 , 5] [12 , 1]

)
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò îñîáåííóþ òî÷å÷íóþ ìàòðèöó E:

E =

(
1 1
1 1

)
⊆ A−1.

�

Òåìà íåîñîáåííûõ ìàòðèö î÷åíü âàæíà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Âûäåëÿ-
þò ñïåöèàëüíûå òèïû ìàòðèö, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàííî íåîñîáåííû, à â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ íåîòðèöàòåëüíû, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ýêîíîìèêîé.

Îñîáåííî ÷àñòî ìîæíî âñòðåòèòü â ëèòåðàòóðå óïîìèíàíèå òàêèõ êëàññîâ íåîñî-
áåííûõ ìàòðèö, êàê M - è H-ìàòðèöû.
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M -ìàòðèöû. Äëÿ M -ìàòðèö èìååò ìåñòî:

∀x, x′ ∈ Rn èç Ax ≤ Ax′ ñëåäóåò x ≤ x′.

Ó M -ìàòðèö ìíîãî ïîëåçíûõ ñâîéñòâ. Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ìîíîòîíîñòü ýêâè-
âàëåíòíà îáðàòèìîñòè, ïðè ýòîì A−1 ≥ 0 (ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàòèìîñòü).
Íàïðèìåð, ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé ïîëîæèòåëüíî îáðàòèìû ìàòðèöû ïîä÷åð-
êèâàþùèõ ôèëüòðîâ ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Èì îáðàòíû ñãëàæèâàþùèå
ôèëüòðû.

Èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A ⊆ IRn ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà A è A � M -ìàòðèöû. Âñÿêàÿ èíòåðâàëüíàÿ M -ìàòðèöà íåîñîáåííà è

A−1 = [A
−1
,A−1].

Èíòåðâàëüíàÿ M -ìàòðèöà ïðè îáðàùåíèè âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî îäíîìåðíîìó èí-
òåðâàëó âåùåñòâåííîé îñè, êîëü ñêîðî

a−1 = [a−1,a−1].

Ìîíîòîííîñòü ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ ÑËÀÓ ïðè îòñëåæè-
âàíèè âëèÿíèÿ âîçìóùåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé íà ðåøåíèå:

Åñëè b ≤ b′ òî èç Ax = b & Ax′ = b′ ñëåäóåò x ≤ x′

M -ìàòðèöû èìåþò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, à âíå
ãëàâíîé äèàãîíàëè � íåïîëîæèòåëüíûå. Ãëàâíàÿ äèàãîíàëü äîìèíèðóåò â ñìûñëå
ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà. Ýòî î÷åíü ñåðüåçíîå îãðàíè÷åíèå.

Åñëè èç òðåáîâàíèé ê M -ìàòðèöå óäàëèòü íåïîëîæèòåëüíîñòü íåäèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, îñòàâèâ èäåþ äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ, ìîæíî ïîñòðîèòü êëàññ H-
ìàòðèö. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå êîìïàðàíòà ìàòðèöû: òî÷å÷íîé ìàòðèöû, ïî-
ëó÷àåìîé èç èñõîäíîé ïðèíóäèòåëüíûì ïðèñâîåíèåì çíàêîâ ýëåìåíòàì [1].
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4 Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå îáëàñòåé çíà÷åíèé ôóíêöèé

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè, ò.å. ìíîæåñòâà

ran(f ,X) = {f(x) | x ∈X}

ãäå X � èíòåðâàë â R èëè æå èíòåðâàëüíûé âåêòîð-áðóñ â IR.
Ðàññìàòðèâàåìûå ïîñòàíîâêè òåñíî ñâÿçàíû ñ òåìè, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ â òåî-

ðèè îïòèìèçàöèè è ìàòåìàòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè � äèñöèïëèíàõ, çàíèìàþ-
ùèõñÿ îòûñêàíèåì ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé. Ôàêòè÷åñêè, äëÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : X → R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

ran(f ,X) =

[
min
x∈X

f(x), max
x∈X

f(x)

]
Ïðàêòè÷åñêè âàæíàÿ çàäà÷à êîñâåííûõ èçìåðåíèé âîçíèêàåò âñÿêèé ðàç, êîãäà

íåêîòîðóþ èñêîìóþ âåëè÷èíó y íåëüçÿ èçìåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, è îíà äîëæíà
ðàññ÷èòûâàòüñÿ íà îñíîâå èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè

y = f(x1, x2, . . . , xn)

îò îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðâè÷íûõ âåëè÷èí x1, x2, . . . , xn, êîòîðûå òîëüêî è ìî-
ãóò áûòü èçìåðåíû èìåþùèìèñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè ïðèáîðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò î êîñâåííîì èçìåðåíèè âåëè÷èíû y. Ðàñ÷¼ò äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ
y ïî äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëàì x1,x2, . . .xn äëÿ x1, x2, . . . , xn ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà áðóñå x1,x2, . . . ,xn ∈ IR.

Èíòåðâàëüíûå îöåíèâàþùèå ôóíêöèè è èõ ïðîñòåéøèå ôîðìû. Ïîä èíòåðâàëüíûì
îöåíèâàíèåì ìû áóäåì ïîíèìàòü çàìåíó òî÷íîé îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè íà å¼ èí-
òåðâàëüíóþ îöåíêó. Êà÷åñòâî âíåøíåãî èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ îáëàñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò âè-
äà âûðàæåíèÿ. Òàê, äëÿ ëó÷øåãî âû÷èñëåíèÿ åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøè-
ðåíèÿ ïîëèíîìîâ ðåêîìåíäóåòñÿ ñõåìà Ãîðíåðà, â êîòîðîé âûðàæåíèå ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ¾ìàòð¼øêè¿ ñ âûíåñåíèåì ïåðåìåííîé çà ñêîáêè. Èç ñâîéñòâà ñóáäèñòðèáó-
òèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî òîãäà ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ðåçóëüòàò èíòåðâàëüíîãî
îöåíèâàíèÿ áóäåò áîëåå óçêèì.

Ïðèìåð 4.19 ( Îöåíêà êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íà èíòåðâàëå)

Äëÿ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà g(x) = 3x2−6x+ 4 íà èíòåðâàëå [0, 2] îáëàñòü çíà÷åíèé
ëåãêî íàéòè èç òîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî

g(x) = 3x2 − 6x+ 4 = 3(x2 − 2x+ 1) + 1 = 3(x− 1)2 + 1.

Ïîýòîìó
ran(g, [0, 2]) = 3([0, 2]− 1)2 + 4 = 3[−1, 1]2 + 4 = [1, 4].
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Â òî æå âðåìÿ, åñòåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå èñõîäíîé ôîðìû òð¼õ÷ëåíà

g([0, 2]) = 3[0, 2]2 − 6[0, 2] + 4 = 3[0, 4]− 6[0, 2] + 4 = [−8, 16],

à ïðè âû÷èñëåíèè ïî ñõåìå Ãîðíåðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ g(x) = (3x−6)x+4 ïîëó÷àåì:

g([0, 2]) = (3[0, 2]− 6)[0, 2] + 4 = [−12, 0] + 4 = [−8, 4].

Èìååì, ÷òî èñõîäíîå âûðàæåíèå ⊇ ïî Ãîðíåðó ⊇ êîìïàêòíîå:

[−8, 16] ⊇ [−8, 4] ⊇ [1, 4].

Ðàçíèöà î÷åíü ñóùåñòâåííà. �

Èòàê, âíåøíèå îöåíêè îáëàñòåé çíà÷åíèé ôóíêöèé ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìî-
ùüþ èõ èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé. Íî íàñêîëüêî òî÷íû ýòè îöåíêè? Íàøåé áëè-
æàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ î ïîãðåøíîñòè, â èíòåðâàëüíîé ìåò-
ðèêå dist, äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ îáëàñòåé çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî
èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ.

Ëèïøèöåâñêàÿ îöåíêà ôóíêöèé. Èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå îöåíêè ôóíêöèé íà ìíî-
æåñòâàõ.
Îöåíêà ïî Ëèïøèöó: åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû L èìååò ìåñòî

|f(x)− f(y)| ≤ L |x− y| , ∀x, y ∈ D

òî âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f : D → R óäîâëåòîâðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà. Ïîäîáíûì
îáðàçîì îöåíèâàþòñÿ âåùåñòâåííûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ:

|f(x)− f(y)| ≤ Lf |x− y| ,∀x, y ∈ D

çäåñü Lf � âåêòîð-ñòðîêà êîíñòàíò.
Îöåíêè îò ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè ïîëó÷àþòñÿ

ïî ïðàâèëàì, ïîäîáíûì òàáëèöàì ïðîèçâîäíûõ [1].
Ïóñòü � ýëåìåíòàðíîå ôóíêöèîíàëüíîå âûðàæåíèå îò n ïåðåìåííûõ, êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì ïî ôîðìå íà íåêîòîðîì áðóñå X ∈ IR. Òîãäà äëÿ øèðèíû
åñòåñòâåííîãî èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ f íà ëþáîì áðóñå x ⊆ X ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

rad (f(x)) ≤ L · rad (x)

ñ êîíñòàíòîé L, íå çàâèñÿùåé îò x. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî ¾åñòåñòâåííîå èíòåðâàëü-
íîå ðàñøèðåíèå èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè¿.
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Öåíòðèðîâàííûå ôîðìû èíòåðâàëüíûõ îöåíèâàþùèõ ôóíêöèé. Ïðèíÿòî ãîâîðèòü,
÷òî äëÿ ôóíêöèè f : D → R, D ⊆ Rn, èíòåðâàëüíàÿ îöåíèâàþùàÿ ôóíêöèÿ fc(X))
íà X ⊆ D èìååò öåíòðèðîâàííóþ ôîðìó ñ öåíòðîì c, åñëè äëÿ íåêîòîðîé âåêòîð-
ñòðîêè g ∈ R1×n, çàâèñÿùåé îò X è c, îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

fc(X) := fc(c) + g · (X − c)

èëè, ðàçâ¼ðíóòî,

fc(X) := fc(c) +
n∑

i=1

gi(X, c) · (X − c)

ãäå gi(X, c) � íåêîòîðûå èíòåðâàëû, çàâèñÿùèå îò X è c.
Åñëè f � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü gi êàê ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå:

gi(X, c) =
∂f(x)

∂xi
(X).

Â êîìïàêòíîé çàïèñè

fmv(X) := fc(c) + f ′(X) · (X − c)

Âûðàæåíèå fmv(x) íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëüíîé öåíòðèðîâàííîé ôîðìîé èíòåð-
âàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ôóíêöèé èëè ñðåäíåçíà÷íîé ôîðìîé, èìåÿ â âèäó ïðîèñõîæ-
äåíèå îò òåîðåìû Ëàãðàíæà î ñðåäíåì çíà÷åíèè.

Êàêèå öåíòðèðîâàííûå ôîðìû ñóùåñòâóþò ïîìèìî äèôôåðåíöèàëüíîé?
Åñëè ìîæíî íà ìíîæåñòâå D íàéòè ðàçëîæåíèå ∀x, y ∈ D:

fsl(x) = f(y) + f∠(x, y) · (x− y)

íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé ôîðìîé èíòåðâàëüíîé îöåíèâàþùåé ôóíêöèè f íà X ñ öåí-
òðîì â òî÷êå c (íèæíèé èíäåêñ sl îçíà÷àåò slope). Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1) ïðè
x 6= y:

f∠(x, y) =
f(x)− f(y)

x− y
ò. å. íàêëîí ôóíêöèè ñîâïàäàåò ñ å¼ ðàçäåë¼ííîé ðàçíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 4.20 ( Îöåíêà êóáè÷åñêîãî ïîëèíîìà f(x) = x3 − 3x2 + 4x+ 2)
Ðàññìîòðèì [1] êóáè÷åñêèé ïîëèíîì íà èíòåðâàëå [0,2].
Ñåðåäèíà èíòåðâàëà mid (x) = 1.
Ïðîèçâîäíàÿ è íàêëîí ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî:

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 4,

f∠(x, y) = x2 + xy + y2 − 3(x+ y) + 4.

Ðàíåå áûëà íàéäåíà òî÷íàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé íà ðàññìàòðèâàåìîì èí-
òåðâàëå:

ran(f ′, [0, 2]) = 3([0, 2]− 1)2 + 4 = 3[−1, 1]2 + 4 = [1, 4].
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Äàëåå îáîçíà÷àåì ran(f ′, [0, 2]) êàê f ′([0, 2]). Äèôôåðåíöèàëüíàÿ öåíòðèðîâàííàÿ
(ñðåäíåçíà÷íàÿ) ôîðìà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ðàâíà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå:

îòíîñèòåëüíî öåíòðà c = 0:fmv([0, 2]) = f(0) + f ′([0, 2]([0, 2]− 0) = [2, 10]

îòíîñèòåëüíî öåíòðà c = 1:fmv([0, 2]) = f(1) + f ′([0, 2]([0, 2]− 1) = [0, 8]

îòíîñèòåëüíî öåíòðà c = 2:fmv([0, 2]) = f(2) + f ′([0, 2]([0, 2]− 2) = [−2, 6]

Âû÷èñëèì íàêëîííûå ôîðìû èíòåðâàëüíûõ ðàñøèðåíèé ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó

f∠(x, 0) = x2 − 3x+ 4 =

(
x− 3

2

)2

+
7

4
,

òî

f∠([0, 2], 0) = ran(f∠([0, 2], 0)) =

(
[0, 2]− 3

2

)2

+
7

4
=

[
7

4
, 4

]
.

Ïîýòîìó

fsl([0, 2], 0) = f(0) + f∠ ([0, 2], 0))([0, 2]− 0) = 2 +
7

4
· [0, 2] = [2, 10].

Àíàëîãè÷íî

fsl([0, 2], 1) = f(1) + f∠([0, 2], 1)) · ([0, 2]− 1) = [2, 6],

fsl([0, 2], 2) = f(2) + f∠([0, 2], 2)) · ([0, 2]− 2) = [−2, 6].

Èòàê,

fmv(x,mid (x) = [0, 8], fsl(x,mid (x) = [2, 6],

fmv(x,x) = [2, 10], fsl(x,x) = [2, 10],

fmv(x,x) = [−2, 6], fsl(x,x) = [−2, 6].

Òî÷íàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãî÷ëåíà, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðà-
íåå, ðàâíà [2, 6]. �

Êàê âèäèì, êîíêðåòíîå çíà÷åíèå âíåøíåé îöåíêè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò öåíòðà
ðàçëîæåíèÿ. Íî ïðè îäíîì è òîì æå öåíòðå íàêëîííàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ôîðìà ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðèâîäèò ê áîëåå êà÷åñòâåííûì ðåçóëüòàòàì, ÷åì äèôôåðåíöèàëüíàÿ
öåíòðèðîâàííàÿ (ñðåäíåçíà÷íàÿ) ôîðìà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè
âñåãäà èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

f∠(x, c) ⊆ f ′(x)

à øèðèíà èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ íàêëîíà ðàâíà ïðèìåðíî ïîëîâèíå øèðèíû
îò èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîäíîé (ãðàäèåíòà). Ïîýòîìó øèðèíà âíåøíåé

27



îöåíêè ïðè ïîìîùè íàêëîííîé ôîðìû ïðèìåðíî â äâà ðàçà óæå, ÷åì øèðèíà âíåø-
íåé îöåíêè ñ ïîìîùüþ ñðåäíåçíà÷íîé ôîðìû. Åù¼ îäíî ïîëåçíîå íàáëþäåíèå, êàñà-
þùååñÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷íàÿ îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíê-
öèè, ðàâíàÿ [2, 6], ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóò¼ì ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíèõ îöåíîê fsl(x,x)
è fsl(x,x) , äàâàåìûõ íàêëîííûìè ôîðìàìè îòíîñèòåëüíî äâóõ ðàçíûõ öåíòðîâ.

fsl(x,x) ∩ fsl(x,x) = [−2, 6] ∩ [2, 10] = [2, 6]

Ïåðåñå÷åíèå ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ óëó÷øåíèÿ âíåøíåãî îöåíè-
âàíèÿ � ýòî îáùèé ïðè¼ì, êîòîðûé ìîæíî ïðèìåíÿòü ïî÷òè âñåãäà, õîòÿ, êîíå÷íî,
íåëüçÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî âû÷èñëÿåìûå ñ åãî ïîìîùüþ èíòåðâàëû âñåãäà áóäóò äàâàòü
òî÷íóþ îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè. Âìåñòå ñ òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì îá îïòè-
ìàëüíîì âûáîðå öåíòðîâ ðàçëîæåíèé, èäåÿ ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ñëó-
æèò îñíîâîé òàê íàçûâàåìîé áèöåíòðèðîâàííîé ôîðìû èíòåðâàëüíîãî ðàñøèðåíèÿ
ôóíêöèé (òåîðåìà Áàóìàííà):

fbic(x) = fmv(x, c?) ∩ fmv(x, c?),

ãäå c?, c
? � íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå òî÷êè áðóñà x, êîòîðûå íåñëîæíî íàõîäÿòñÿ ïî

ôóíêöèè è èíòåðâàëó. Ïðè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f � ýòî óãëîâûå òî÷êè.
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5 Èíòåðâàëüíàÿ ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ

Ýïèòåò ¾ãëîáàëüíûé¿ îçíà÷àåò â äàííîì êîíòåêñòå, ÷òî èùåòñÿ íàèëó÷øåå çíà÷åíèå
öåëåâîé ôóíêöèè íà âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü âåñüìà îáùèé âèä.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè âåùåñòâåí-
íîçíà÷íîé ôóíêöèè f : X → R íà ïðÿìîóãîëüíîì áðóñå X ⊆ Rn ñ ãðàíÿìè, ïàðàë-
ëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì. Îò öåëåâîé ôóíêöèè íå òðåáóåòñÿ íåïðåðûâíîñòè. Â
îáùåì âèäå çàäà÷à íàéòè

inf
x∈X

f(x). (7)

Âåëè÷èíó inff(x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü (â ñëó÷àå, åñëè îíà ñóùåñòâóåò â R)
÷åðåç f? è íàçûâàòü ¾ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì¿. Òðåáóåòñÿ íàéòè f? ÷èñëåííî, ò.
å. ìû õîòèì ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ñïîñîáíûé âû÷èñëèòü ñ ëþáîé íàïåð¼ä çàäàííîé
òî÷íîñòüþ ïðèáëèæåíèå y? äëÿ f?, à òàêæå åãî ïîãðåøíîñòü |f? − y?|.

Â ñëó÷àå, êîãäà íåò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î õàðàêòåðå ãëîáàëüíîãî ïîâåäåíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè è ñòðóêòóðå å¼ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 7,
ïî-âèäèìîìó, íåèçáåæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ, â òîì èëè èíîì âèäå îñóùåñòâëÿþ-
ùèõ ïåðåáîð è ñðàâíåíèå ¾âñåõ¿ òî÷åê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà
Êðåéíîâè÷à-Êèðôîòòà óòâåðæäàåò, ÷òî çà ïðåäåëàìè êëàññà âûïóêëûõ ôóíêöèé çà-
äà÷à íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ÿâëÿåòñÿ òðóäíîðåøàåìîé (NP-òðóäíîé).

Ïðîñòåéøèé ìåòîä ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ìîæíî ëè ââåñòè â ýòîò ïðîöåññ ¾îá-
ðàòíóþ ñâÿçü¿ è äðîáèòü áðóñ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ïîäñòðàèâàÿñü ïîä òåêóùèå
ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ? Äà, íàäî âû÷èñëÿòü âíåøíèå îöåíêè ëèøü òîãäà, êîãäà ýòî
äåéñòâèòåëüíî íåîáõîäèìî, ÷òîáû óìåíüøèòü îáùèå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

Âû÷èñëåíèÿ ìîãóò áûòü îñòàíîâëåíû â ñëó÷àå äîñòèæåíèÿ ¾äîñòàòî÷íîé óçîñòè¿
èíòåðâàëà, îöåíèâàþùåãî f?. Äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè íå
íóæíî äðîáèòü âñå ïîäáðóñû èñõîäíîãî áðóñà X, à ëèøü òå èç íèõ, íà êîòîðûõ äî-
ñòèãàþòñÿ íèæíèé è âåðõíèé êîíöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöè,
à ðàññåêàåìûå áðóñû íå îáÿçàòåëüíî äðîáèòü ïî âñåì êîìïîíåíòàì ñðàçó (÷òî óâå-
ëè÷èâàåò öåíó êàæäîãî îòäåëüíîãî øàãà ðàáîòû àëãîðèòìà), âàæíî ëèøü, ÷òîáû
ðàçìåðû ïîëó÷àþùèõñÿ ïîñëå äðîáëåíèÿ áðóñîâ áûëè ìåíüøå ðàçìåðà èñõîäíîãî
áðóñà.

Ðàññìîòðèì íàõîæäåíèå min f(x), àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ max f(x) ñòðîèòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

Àëãîðèòì äëÿ ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè GlobOpt îïåðèðóåò ñ ðàáî÷èì
ñïèñêîì L, â êîòîðîì áóäóò õðàíèòüñÿ âñå áðóñû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå äðîá-
ëåíèÿ èñõîäíîãî áðóñà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà áîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû. Îäíîâðåìåí-
íî ñ ñàìèìè ïîäáðóñàìè áóäåì õðàíèòü â ðàáî÷åì ñïèñêå è íèæíèå îöåíêè îáëàñòåé
çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè ïî ýòèì ïîäáðóñàì, òàê ÷òî ýëåìåíòàìè ñïèñêà L áóäóò
çàïèñè-ïàðû âèäà (Y , y), ãäå Y ⊆X, y = f(Y ).
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Ïåðâîíà÷àëüíî â ðàáî÷èé ñïèñîê ïîìåùàåòñÿ îäíà çàïèñü (X,f(X)), è äàëåå
êàæäûé øàã àëãîðèòìà ñîñòîèò â èçâëå÷åíèè èç ýòîãî ñïèñêà áðóñà, êîòîðûé îáåñ-
ïå÷èâàåò ðåêîðäíóþ (ò. å. íàèìåíüøóþ) íà äàííûé ìîìåíò îöåíêó ìèíèìóìà ñíèçó,
åãî äðîáëåíèè íà áîëåå ìåëêèå ïîäáðóñû, îöåíèâàíèè íà íèõ öåëåâîé ôóíêöèè, çà-
íåñåíèè ðåçóëüòàòîâ îáðàòíî â ðàáî÷èé ñïèñîê.

Íà k-îì øàãå àëãîðèòìà ðàáî÷èé ñïèñîê L ñîñòîèò èç k øòóê çàïèñåé-ïàð âèäà
(Y i,k, yi,k), i = 1, 2, ..., k, è äëÿ óäîáñòâà îáðàáîòêè ìû áóäåì ñ÷èòàòü èõ óïîðÿäî-
÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé âòîðîãî ïîëÿ, ò. å.

L = {(Y 1,k, y1,k), . . . , (Y i,k, yi,k)},

ãäå
Y i,k ⊆X, yi,k = f(Y i,k), yi,k ≤ yj,k ïðè i < j.

Îñîáóþ ðîëü â èñïîëíåíèè àëãîðèòìà èãðàåò ïåðâàÿ çàïèñü ñïèñêà L, êîòîðóþ
íàçûâàþò âåäóùåé çàïèñüþ. Ñîîòâåòñòâåííî, áðóñ Y áóäåò íàçûâàòüñÿ âåäóùèì áðó-
ñîì, à îöåíêà y � âåäóùåé îöåíêîé äëÿ äàííîãî øàãà àëãîðèòìà. Âåäóùàÿ îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé òåêóùåé îöåíêîé ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè ñíèçó, äîñòèãíó-
òîé àëãîðèòìîì ê äàííîìó øàãó.

Âõîä
Èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå f : IX→ IR öåëåâîé ôóíêöèè f .
Çàäàííàÿ òî÷íîñòü ε ≥ 0

Âûõîä
Îöåíêà y? ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà f? ôóíêöèè f íà áðóñå X.

Àëãîðèòì
Y ←X;
âû÷èñëÿåì f(Y ) è ïðèñâàèâàåì y ← f(Y );

èíèöèàëèçèðóåì ñïèñîê L := (Y , y);
DO WHILE (wid(f(Y )) ≥ ε)
âûáèðàåì êîìïîíåíòó l, ïî êîòîðîé áðóñ Y èìååò

íàèáîëüøóþ øèðèíó, ò.å. wid Y l = maxi wid Y i

ðàññåêàåì áðóñ Y ïî l-é êîîðäèíàòå ïîïîëàì
íà áðóñû Y ′ è Y ′′ :

Y ′ = {Y 1 . . . ,Y l−1, [Y l,mid Y l],Y l+1 . . . ,Y n}
Y ′′ = {Y 1 . . . ,Y l−1, [mid Y l,Y l],Y l+1 . . . ,Y n}

âû÷èñëÿåì f(Y ′) è f(Y ′′);
ïðèñâàèâàåì v′ ← f(Y ′ è v′′ ← f(Y ′′;

óäàëÿåì çàïèñü (Y , y) èç ñïèñêà L;
ïîìåùàåì çàïèñè (Y ′, v′) è (Y ′′, v′′) â ñïèñîê L
â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ âòîðîãî ïîëÿ;

îáîçíà÷àåì ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà ÷åðåç (Y , y);
END DO
y? ← y
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Äðîáëåíèå áðóñà äëÿ óëó÷øåíèÿ îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè íå íóæíî äðî-
áèòü âñå ïîäáðóñû èñõîäíîãî áðóñà X, äîñòàòî÷íî ðàññå÷ü ëèøü òå èç íèõ, íà êîòî-
ðûõ äîñòèãàþòñÿ íèæíèé è âåðõíèé êîíöû èíòåðâàëüíîé îöåíêè îáëàñòè çíà÷åíèé
ôóíêöèè;

ðàññåêàåìûå áðóñû íå îáÿçàòåëüíî äðîáèòü ïî âñåì êîìïîíåíòàì ñðàçó, âàæíî
ëèøü, ÷òîáû ðàçìåðû ïîëó÷àþùèõñÿ ïîñëå äðîáëåíèÿ áðóñîâ áûëè ìåíüøå ðàçìåðà
èñõîäíîãî áðóñà.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêêöèþ function [Z, WorkList ] = globopt0(X)
[8]. Îíà âîçâðàùàåò çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà Z è ðàáî÷èé ñïèñîê WorkList.
Ðàáîòà àëãîðèòìà ïîñòðîåí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì ñóæåíèè ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì
èùåòñÿ îïòèìóì.

Ðàññìîòðèì 2 ïðèìåðà èç äèññåðòàöèè [9].

Ïðèìåð 5.21 ( Ôóíêöèÿ Ðàñòðèãèíà 10)

Ôóíêöèÿ Ðàñòðèãèíà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè
è èìååò âèä

fR = x2 + y2 − cos(18 · x)− cos(18 · y)

Íà ðèñóíêå 10 ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè â øèðîêîé îáëàñòè.
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Ðèñ. 10: Ãðàôèê ôóíêöèè Ðàñòðèãèíà 10 íà øèðîêîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Ãðàôèê ôóíêöèè � ïàðàáîëîèä ñ íàëîæåííûìè íà íåãî áûñòðîìåíÿþùèìèñÿ
êîëåáàíèÿìè.

Íà ðèñóíêå 11 ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.
Ìèíèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè àðãóìåíòà x = (0, 0) è ðàâåí −2.

Çàäàåì áðóñ, íà êîòîðîì èùåì ðåøåíèå, êàê

X = [−5, 5]× [−5, 5].

Íà ðèñóíêå 12 ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàþùèåñÿ áðóñû, íà êîòî-
ðûõ èùåòñÿ èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì
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Ðèñ. 11: Ãðàôèê ôóíêöèè Ðàñòðèãèíà 10 âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò

Ðèñ. 12: Ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ôóíêöèÿ Ðàñòðèãèíà 10

Z = −2

äîñòèãàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. �

Ïðèìåð 5.22 ( Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà 4)

Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà 4 òîæå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäîâ îïòè-
ìèçàöèè è èìååò âèä

fR = 100 · (x21 − x2)2 − (x1 − 1)2

Íà ðèñóíêå 13 ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè â øèðîêîé îáëàñòè è âáëèçè íà÷àëà
êîîðäèíàò.

Ãðàôèê ôóíêöèè èìååò òèï "ñåäëî". Ìèíèìóì ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷å-
íèè àðãóìåíòà x = (1, 1) è ðàâåí 0.
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Ðèñ. 13: Ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà 4 â îêðåñòíîñòè åå ýêñòðå-
ìóìà

Çàäàåì áðóñ, íà êîòîðîì èùåì ðåøåíèå, êàê

X = [−30, 30]× [−30, 30].
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INTERVAL OPTIMIZATION 
METOD= SIMPLE GLOBAL OPT

Function = Rosenbrock4
INI BOX= [-30-30 ] [-30-30 ]

GlobalOpt=0

Ðèñ. 14: Ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ. Ôóíêöèÿ Ðîçåíáðîêà 4

Íà ðèñóíêå 14 ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàþùèåñÿ áðóñû, íà êîòî-
ðûõ èùåòñÿ èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ôóíêöèè. �

Îäíî èç ñàìûõ ïåðñïåêòèâíûõ ïðèìåíåíèé èíòåðâàëüíîãî îöåíèâàíèÿ � ìåõàíè-
÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Â ýòîé îáëàñòè íàèáîëåå åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíûõ
ïåðåìåùåíèé êàê ãåîìåòðè÷åñêèõ îáëàñòåé ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ, êàê
äëÿ ìåõàíèçìîâ, òàê è äëÿ áèîìåõàíèêè [7].
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6 Ëèíåéíûå çàäà÷è

Ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêè ñâîéñòâà è îòíîøå-
íèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå çàäà÷ó, ìîãóò âûðàæàòüñÿ, òî÷å÷íûìè óðàâíåíèÿìè, íåðà-
âåíñòâàìè è ò. ï. Ìîãóò ïðåäñòàâèòüñÿ ñëåäóþùèå äâå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå
ñèòóàöèè:

• Ðàññìàòðèâàåìîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê èç çàäàííîãî èíòåðâàëà.

• Ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê èç èíòåðâàëà, íå îáÿçàòåëü-
íî âñåõ.

Ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ:

• â ïåðâîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ∀-òèïå (À-òèïå) íåîïðåäåë¼ííîñòè,

• âî âòîðîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ∃-òèïå (E-òèïå) íåîïðåäåë¼ííîñòè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èíòåðâàë îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ ñâîèõ òî÷åê,
òîãäà êàê âî âòîðîì îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü ãðàíèöû, ¾âìåñòèëèùå¿ äëÿ íåêî-
òîðîé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû, êîòîðàÿ ìîæåò è íå ïðèíèìàòü íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
èç çàäàííîãî èíòåðâàëà (âîçìîæíî, ÷òî îíà ïðèíèìàåò äàæå òîëüêî îäíîãî çíà÷åíèå
èç èíòåðâàëà).

Äëÿ êðàòêîñòè âïîëíå óìåñòíî ãîâîðèòü èíòåðâàëüíàÿ A-íåîïðåäåë¼ííîñòü, èí-
òåðâàëüíàÿ E-íåîïðåäåë¼ííîñòü è ò.ï.

Äàëåå ìû ñîáèðàåìñÿ èññëåäîâàòü ëèøü ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ó êîòîðûõ â âûäå-
ëÿþùåì ïðåäèêàòå âñå âõîæäåíèÿ êâàíòîðà âñåîáùíîñòè ¾∀¿ ïðåäøåñòâóþò âõîæ-
äåíèÿì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ ¾∃¿. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé âûäå-
ëÿþùèé ïðåäèêàò äîëæåí èìåòü AE-ôîðìó.

Ïóñòü èìååì ÈÑËÀÓ
Ax = b (8)

ñ èíòåðâàëüíûìè m×n-ìàòðèöåé A = (aij) è m-âåêòîðîì b = ( bi) � ýòî ôîðìàëü-
íàÿ çàïèñü, îáîçíà÷àþùàÿ ñåìåéñòâî òî÷å÷íûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì Ax = b òîé æå
ñòðóêòóðû ñ A ∈ A è b ∈ b. Êàæäàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ax = b, ìàòðèöà êîòîðîé âçÿòà èç èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû A, à ïðàâàÿ ÷àñòü b èç b,
ìîæåò èìåòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ èìååò ñìûñë ðàñ-
ñìàòðèâàòü ñîâìåñòíî, åäèíîé ñîâîêóïíîñòüþ, ò. å. âçÿâ èõ îáúåäèíåíèå. Òàêèì îá-
ðàçîì ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìîå îáúåäèí¼ííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé(united solution

set)

Ξuni(A, b) = {x ∈ Rn | ñóùåñòâóþò òàêèå A ∈ A è b ∈ b, ÷òî Ax = b } (9)

Ýòî íàèáîëåå ïðîñòîå è åñòåñòâåííîå ïîíèìàíèå ¾ðåøåíèÿ¿ èíòåðâàëüíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé.
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Âòîðîìó òïó ñîãëàñîâàíèþ ïàðàìåòðîâ è äàííûõ ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîå
äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé � ìíî-
æåñòâî, îïðåäåëÿåìîå êàê

Ξtol (A, b) =
{
x ∈ Rn | äëÿ ëþáîé A ∈ A ñïðàâåäëèâà ïðèíàäëåæíîñòü Ax ∈ b

}
(tolerable solution set). Ýòî ìíîæåñòâî ðåøåíèé âñåâîçìîæíûõ òî÷å÷íûõ ñèñòåì
Ax = b, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâåäåíèå Ax ïðè ëþáûõ A ∈ A ïîïàäàåò â èíòåðâàëû
ïðàâûõ ÷àñòåé b.

Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì, åñëè èíòåðâàëû ïðà-
âîé ÷àñòè ñëèøêîì óçêè â ñðàâíåíèè ñ èíòåðâàëàìè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

Âñåãäà èìååò ìåñòî îòíîøåíèå

Ξtol (A, b) ⊆ Ξuni(A, b),

ò.å., äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îáúåäèí¼ííîãî
ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Îáñóäèì ïðèìåðû âàðèàíòîâ âîçìîæíûõ îáúåäèíåíûõ îáëàñòåé ðåøåíèÿ ÈÑ-
ËÀÓ, ïîäðîáíîå èçëîæåíèå âîïðîñà åñòü â ïóáëèêàöèè [6].

Ïðè àíàëèçå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàêåò ïðîãðàìì äëÿ 2-ìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ
èíòåðâàëüíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé IntLinInc2D [12] äëÿ ñðåäû Matlab èëè Octave.

Äëÿ íåèçâåñòíûõ èçâåñòíû èõ ñóììà è äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì ñàìóþ
ïðîñòóþ èç âîçìîæíûõ ñèòóàöèé. Ïóñòü äëÿ íåèçâåñòíûõ x1, x2 èçâåñòíû èõ ñóììà è
åñòü óñëîâèÿ äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ïî-îòäåëüíîñòè. Åñëè ïðè ýòîì åùå è x1 ' x2,
òî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé ñèñòåìà óðàâíåíèé (8) èìååò âèä

x1 ' 1
x1 + x2 ' 2
x2 ' 1


¾Ðåøåíèå¿ ýòîé ñèñòåìû x1 ' 1, x2 ' 1. Äëÿ ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è çàäà-
äèì èíòåðâàëû êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè ðàâíûìè 0.1.

Ïðèìåð 6.23 ( Îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ 3x2)

A =

1 0
1 1
0 1

 , b =

[0.9, 1.1]
[1.9, 2.1]
[0.9, 1.1]

 (10)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåì ïàêåò IntLinInc2D.
Ñèíòàêñèñ âûçîâà ïðîãðàììû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøå-
íèé:
[V, P1, P2, P3, P4] = EqnWeak2D(infA, supA, binf, bsup).
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Ðèñ. 15: Ôîðìèðîâàíèå îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (10). Ñïðàâà �
ñëó÷àé ñ áîëåå ¾øèðîêîé¿ ïðàâîé ÷àñòüþ

Ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò îðèåíòàöèîííóþ ìàòðèöó V è 4 ìíîæåñòâà òî÷åê: P1, P2,

P3, P4, ïî îäíîìó íà êàæäûé îðòàíò íà 2D-ïëîñêîñòè. Îðèåíòàöèîííàÿ ìàòðèöà
ñîäåðæèò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñ îðòàíòàìè, ìíîæåñòâà P1-P4 � âåðøèíû
ìíîæåñòâà â êàæäîì îðòàíòå. �

Îáëàñòü îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ïîëóïðîçðà÷íîé çà-
ëèâêîé, ãðàíèöà äàíà øòðèõîâîé ëèíèåé.

Êàê îáðàçóåòñÿ ãåîìåòè÷åñêàÿ ôîðìà îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà? Ðàçáåðåì âîïðîñ íà
ïðèìåðå 6.23: èëëþñòðàöèÿ 15, ðèñóíîê ñëåâà.

Ïóñòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 10 èñêëþ÷åíî òðåòüå óðàâíåíèå. Îíî èìååò ôîðìó
ïàðàëëåëîãðàììà, îãðàíè÷åííîãî äèàãîíàëüíîé ïîëîñîé è âåðòèêàëüíîé ïîëîñîé,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ íà ïåðåìåííóþ x1, çàäàííóþ ïåðâûì óðàâíåíèåì è
10.

Òåïåðü, íàîáîðîò, èñêëþ÷èì ïåðâîå óðàâíåíèå. Åãî îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ñôîðìèðîâàíî ïåðåñå÷åíèåì äèàãîíàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñ. Â ýòîì
ñëó÷àå èìååò ìåñòî îãðàíè÷åíèå íà ïåðåìåííóþ x2, çàäàííóþ òðåòüèì óðàâíåíèåì.
Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ îáðàçóåò øåñòèóãîëüíèê. Òàêàÿ ôîðìà îáúåäèíåííîãî
ìíîæåñòâà ðåøåíèé òèïè÷íà äëÿ ñëó÷àÿ ñ ¾òî÷å÷íîé¿ ìàòðèöåé ÈÑËÀÓ. Åñëè ýëå-
ìåíòû ìàòðèöû èíòåðâàëüíû, ôîðìû îáúåäèíåííûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé ìîãóò èìåòü
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé âèä.

Íà ïðàâîì ðèñóíêå ñ èëëþñòðàöèè 15 ïîêàçàí ïðèìåð ÈÑËÀÓ â ñëó÷àå, åñëè
¾ïîëîñà¿ x1 +x2 ' 2 èìååò íèçêóþ òî÷íîñòü. Â òàêîì ñëó÷àå äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî
ñòàíîâèòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêîì, êàê áóäòî óðàâíåíèå ñ ñóììîé ïåðåìåííûõ x1 è x2
íå âõîäèò â ÈÑËÀÓ.

Äëÿ ïåðåìåííûõ èçâåñòíû èõ ñóììà è îòíîøåíèå Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ õàðàêòåð-
íóþ ñèòóàöèè. Ïóñòü äëÿ ïåðåìåííûõ x1, x2 èçâåñòíû èõ ñóììà è îòíîøåíèå ìåæäó
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íèìè.

x1 + x2 ' 2
x1
x2
' 2

3

}
Äëÿ ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è çàäàäèì èíòåðâàëû êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè
ðàâíûìè 0.2. Òî æå ñàìîå ñäåëàåì ñ ýëåìåíòàìè âòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû óðàâíåíèÿ,
ïîñêîëüêó íåîïðåäåëåííîñòü èìååò îòíîøåíèå ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 6.24 ( Îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ 2x2)

A =

(
1 1

[2.8, 3.2] [−2.2,−1.8]

)
, b =

(
[1.8, 2.2]

0

)
(11)

2

20

x1

x
2

Ðèñ. 16: Ôîðìèðîâàíèå îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ (11)

Êàê îáðàçóåòñÿ ãåîìåòè÷åñêàÿ ôîðìà îáúåäèíåííîãî ìíîæåñòâà ðèñóíîê 16 äëÿ ïðè-

ìåðà 6.24? Ïî-ïðåæíåìó, êàê â ïðèìåðå 6.23, îäíî èç ìíîæåñòâ � ïîëîñà, ïåðå-
ñåêàþùàÿ îñè êîîðäèíàò. À âîò âòîðàÿ ôèãóðà òåïåðü óãîë, ñ âåðøèíîé â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Åãî áèññåêòðèñà èìååò íàêëîí, çàäàâàåìûé âòîðûì óðàâíåíèåì (11), à
îáðàçóþùèå îïðåäåëÿþòñÿ ñòåïåíüþ íåîïðåäåëåííîñòè ýòîãî îòíîøåíèÿ.

�

Âíåøíÿÿ îöåíêà ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Âíåøíåå îöåíèâàíèå îáúåäèí¼ííîãî ìíîæå-
ñòâà ðåøåíèé.

Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé äëÿ
óòî÷íåíèÿ óæå èçâåñòíîé âíåøíåé îöåíêè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ÈÑËÀÓ âèäàAx = b,
ëèáî äëÿ íàõîæäåíèÿ âíåøíåé îöåíêè ÷àñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, îãðàíè÷åííîé
íåêîòîðûì áðóñîì. Îáû÷íî åãî ïðèìåíÿþò ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîãî ïðåäîáóñëàâ-
ëèâàíèÿ ñèñòåìû.
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Âõîä
Èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = b
Áðóñ x = (x1, . . . , xn)T ∈ IRn, îãðàíè÷èâàþùèé
æåëàåìóþ ÷àñòü îáúåäèí¼ííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé Ξuni(A, b).
Kîíñòàíòà ε ≥ 0

Âûõîä
Óòî÷í¼ííàÿ âíåøíÿÿ îöåíêà x = (x̃1 . . . , x̃n)T ⊇ Ξuni(A, b) ∩ x
äëÿ ÷àñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ñîäåðæàùåéñÿ â x, ëèáî
èíôîðìàöèÿ ìíîæåñòâî Ξuni(A, b) íå ïåðåñåêàåò èñõîäíûé áðóñ x.

Àëãîðèòì
q ← +∞
DO WHILE ( q ≥ ε )
DO FOR i = 1 TO n

x̃i ← xi ∩

 bi −
i−1∑
j=1

aijxi

 /aii.

IF (x̃i = ∅ ) THEN
STOP, ñèãíàëèçèðóÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ξuni(A, b) .
íå ïåðåñåêàåò áðóñ x

END IF
END DO
q ← ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè x è x = (x1, . . . ,xn)T ;
x← x

END DO

Ïðèìåð 6.25 ( Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ)

A =

(
[1, 2] [−2

3 ,
1
2 ]

[−2
3 ,

1
2 ] [1, 2]

)
, b =

(
[−1, 1]
[−1, 1]

)
, X(0) =

(
[−5, 5]
[−5, 5]

)
�

Ïðèíöèïèàëüíàÿ ïðîáëåìà ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ � çàâèñèìîñòü ïðîöåññà îò
âåëè÷èíû äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè èõ ìàëîñòè, à òåì áîëåå ïðè áëèçîñòè ê
íóëþ ñèñòåìà áóäåò ïëîõî îáóñëîâëåíà è äàâàòü î÷åíü ãðóáîå ïðèáëèæåíèå.

Ñòàöèîíàðíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû. Ìåòîä Êðàâ÷èêà

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
x(k+1) ← T (x(k))

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè îïåðàòîð T íå çàâèñèò îò íîìåðà øàãà k. Ãîâîðÿò
òàêæå, ÷òî îí îäíîøàãîâûé â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé ÷ëåí èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè { x(k) } çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî ïðåäøåñòâóþùåãî åìó ÷ëåíà.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

x(k+1) ← C(x(k)) + d, k = 0, 1, . . .
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Ðèñ. 17: Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ

ñõîäèòñÿ, êîãäà ρ(|C|) ≤ 1, òî åñòü ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû |C|, ñîñòàâëåíîé
èç ìîäóëåé ýëåìåíòîâ C, ìåíüøå åäèíèöû.

Â ìåòîäå Êðàâ÷èêà âûáèðàþò èíòåðâàëüíûé âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
x(0) òàê, ÷òîáû x(0) ⊇ Ξuni(A, b) è çàòåì èòåðèðóþò:

x(k+1) ←
(

Λb + (I − ΛA)x(k)
)
∩ x(k), k = 0, 1, . . . (12)

ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ìàòðèöåé Λ ∈ Rn, ôàêòè÷åñêè, îíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäîáó-
ñëàâëèâàþùåé ìàòðèöåé äëÿ èñõîäíîé ÈÑËÀÓ). Â ìåòîäå Êðàâ÷èêà îáû÷íî áåðóò:

Λ = (mid A)−1,

à íà÷àëüíóþ âíåøíþþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé íàõîäÿò êàêèì-ëèáî èç ñïîñîáîâ
îöåíêè. Íàïðèìåð, åñëè η = ‖I −ΛA‖∞ ≤ 1 ìîæíî âçÿòü íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì
áðóñ

x(0) = ([−θ, θ], . . . [−θ, θ])T , ãäå θ =
‖Λb‖∞
1− η

(13)

Âàæíîå äîñòîèíñòâî ìåòîäà Êðàâ÷èêà íåçàâèñèìîñòü ïðîöåññà îò âåëè÷èíû äèà-
ãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ òàêæå è äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ
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óðàâíåíèé è èõ ñèñòåì. Èç âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ôîð-
ìóëà (13)) âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå ΛA ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå, òåì áîëåå øèðîêèì
ìîæíî áðàòü íà÷àëüíûé áðóñ.

Ïðèìåð 6.26 ( Èíòåðâàëüíûé ìåòîä Êðàâ÷èêà)

Ðàññìîòðèì òó æå ÈÑËÀÓ, ÷òî è â ïðèìåðå äëÿ ìåòîäà Ãàóññà-Çàéäåëÿ.

A =

(
[1, 2] [−2

3 ,
1
2 ]

[−2
3 ,

1
2 ] [1, 2]

)
, b =

(
[−1, 1]
[−1, 1]

)
, X(0) =

(
[−5, 5]
[−5, 5]

)
Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà

Λ =

(
0.6687 0.0372
0.0372 0.6687

)
, I − ΛA =

(
[−0.3561, 0.3561] [−0.4087, 0.4087]
[−0.4087, 0.4087] [−0.3561, 0.3561]

)
,

Λb =

(
[−0.7059, 0.7059]
[−0.7059, 0.7059]

)
Îáñóäèì âûðàæåíèå, äàâàåìîå ôîðìóëîé (12). Ïåðâîå ñëàãàåìîå Λb � êîíñòàíòà,

è ñõîäèìîñòü çàâèñèò îò âûðàæåíèÿ (I −ΛA)x(k). Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà
ρ (|I − ΛA|) ≤ 1, ïîýòîìó èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñõîäÿùèéñÿ.

Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ äàåò ñóæåíèå áðóñà x:

x(1) =

(
[−4.5295, 4.5295]
[−4.5295, 4.5295]

)
⊂ x(0)

è â äàëüíåéøåì ïðîöåññ ñõîäèòñÿ, êàê è â ìåòîäå Ãàóññà-Çàéäåëÿ. �

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à î äîïóñêàõ. Ñîñðåäîòî÷èìñÿ òåïåðü íà íàõîæäåíèå äîïóñêîâîãî
ìíîæåñòâà. Íàäî íàéòè (ïî-âîçìîæíîñòè, áÎëüøèé) áðóñ, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â
äîïóñêîâîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé äàííîé ÈÑËÀÓ. Çà ýòîé çàäà÷åé çàêðåïèëîñü íà-
èìåíîâàíèå ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ, îíà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñòàáèëèçàöèè âûõî-
äîâ ñèñòåìû â çàäàííîì êîðèäîðå ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åííûõ íåêîíòðîëèðóåìûõ
âîçìóùåíèé.

Ñïåöèôè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷è î äîïóñêàõ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ äî-
ïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé îêàçàòüñÿ ïóñòûì äàæå äëÿ ¾õîðîøèõ¿ èíòåðâàëüíûõ
äàííûõ, êàê, íàïðèìåð, ýòî èìååò ìåñòî ó ñëåäóþùåãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ

Ïðèìåð 6.27 ( Îäíîìåðíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ïóñòûì äîïóñêîâûì

ìíîæåñòâîì)

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå

[1, 2] · x = [3, 4] ¾Ðåøåíèå¿ =

[
2,

3

2

]
Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ïóñòî. �
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Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíàÿ çàäà÷à î äîïóñêàõ íåðàçðåøèìà èëè
íåñîâìåñòíà.

Ïðèìåð 6.28 ( ÈÑËÀÓ 2x2 ñ ïóñòûì äîïóñêîâûì ìíîæåñòâîì)

Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå. Ïî ñóùåñòâó, ýòî ïðèìåð 6.27 äëÿ äâóõ íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ, çàïèñàííûé â ìàòðè÷íîé ôîðìå(

[1, 2] 0
0 [1, 2]

)
· x =

(
[3, 4]
[3, 4]

)
¾Ðåøåíèå¿

(
[2, 32 ]
[2, 32 ]

)
Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî îïÿòü-òàêè ïóñòî.

�

Âîîáùå, äëÿ èíòåðâàëüíîé ìàòðèöû äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé � ýòî ìíî-
æåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû äâóñòîðîííèõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî Ξtol(A, b) � âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìû È.Øàðîé è Ðîíà [1] êîíêðåòèçèðóþò â ðàçíûõ ôîðìàõ âèä Ξtol(A, b)
êàê ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîëîñ � ëèíåéíûõ îáúåêòîâ ñ ¾ïàðàëëåëüíûìè¿ îáðàçóþùè-
ìè (äâóìåðíûå ïîëîñû, ïëîñêîñòè è òï).

Â òàáëèöå ïðèâåäåí ñïèñîê âàðèàíòîâ îãðàíè÷åííîñòè è íåîãðàíè÷åííîñòè äî-
ïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ìàòðèöû ÈÑËÀÓ:

èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà A Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé

âñå ýëåìåíòû ñóùåñòâåííî èíòåð-
âàëüíû

îãðàíè÷åííî

êàæäûé ñòîëáåö èìååò ñóùåñòâåííî
èíòåðâàëüíûé ýëåìåíò

îãðàíè÷åííî

åñòü íóëåâûå ñòîëáöû íåîãðàíè÷åííî

åñòü ïðîïîðöèîíàëüíûå òî÷å÷íûå
ñòîëáöû

íåîãðàíè÷åííî

÷èñëî íåèíòåðâàëüíûõ ñòîëáöîâ
áîëüøå îáùåãî ÷èñëà ñòðîê

íåîãðàíè÷åííî

Ãðóáîå èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè.
Ïðîñòîé ýâðèñòè÷åñêèé ñïîñîá ïðîâåðêè ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïóñêàõ:
â êà÷åñòâå íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé áå-
ð¼òñÿ ðåøåíèå x̂ ¾ñðåäíåé¿ òî÷å÷íîé ñèñòåìû:

mid(A)x = mid(b), (14)

êîòîðîå çàòåì òåñòèðóåòñÿ íà âêëþ÷åíèå A · x̂ ⊆ b.
Îïèñàííûé òåñò ñðåäíåé ñèñòåìû, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, ðàáîòàåò ëèøü êî-

ãäà ìàòðèöà A ¾äîñòàòî÷íî óçêà¿ â ñðàâíåíèè ñ âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè b è íå
ñïîñîáåí èññëåäîâàòü òîíêèõ ïîãðàíè÷íûõ ñèòóàöèé.

41



Ïðèìåð 6.29 ( Íåïðèãîäíîñòü ¾ñðåäíèõ¿ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ êàê äîïóñêî-

âûõ ìíîæåñòâ � 1D)

Êîíòðïðèìåð äëÿ (14) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå [1]:

A = [−1, 2], b = [−2, 6], Ξtol(A, b) = [−1, 2]

0.5 · x = 2 äàåò x̂ = 4 /∈ Ξtol(A, b)

Ïðè÷èíà ¾ïðîìàõà¿ � íåñîîòâåòñòâèå óñòðîéñòâà èíòåðâàëîâ ìàòðèöû è ïðàâîé
÷àñòè. Âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè áîëåå àñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íóëÿ, ÷åì ýëåìåíò
ìàòðèöû, ïîýòîìó åãî ñåðåäèíà íàõîäèòñÿ âûøå ÷åì ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè-
öû íà ïåðåìåííóþ. �

Ïðèìåð 6.30 ( Íåïðèãîäíîñòü ¾ñðåäíèõ¿ ðåøåíèé ÈÑËÀÓ êàê äîïóñêî-

âûõ ìíîæåñòâ. Äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî � òî÷êà.)

Êîíòðïðèìåð [1] äëÿ (14) â ÈÑËÀÓ:

A =

(
3 [1, 2]

[1, 2] 3

)
, b =

(
[5, 7]
[7, 9]

)
Çäåñü Ξtol(A, b) ñîñòîèò èç òî÷êè (1, 2)T , à ðåøåíèå ¾ñðåäíåé¿ ñèñòåìû (89 ,

20
9 )T .

Ïðè ýòîì ôîðìàëüíî ìàòðèöà ÈÑËÀÓ íè÷åì íå ïëîõà: ïîëîæèòåëüíàÿ è íåîñî-
áåííàÿ. �

Íà ðèñóíêå 18 ïðèâåäåíû ìíîæåñòâà ðåøåíèé äëÿ ÈÑËÀÓ èç ïðèìåðà 6.30. Îáú-
åäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàíî çàëèâêîé, ñòðåëêè óêàçûâàþò íà ¾ñðåäíåå¿ è
äîïóñêîâûå ðåøåíèÿ.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

 x
1

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 x
2

TOL SET

MID SET

Ðèñ. 18: Êîíòðïðèìåð äëÿ îöåíêè ïî ôîðìóëå (14) â ÈÑËÀÓ ïðèìåðà 6.30

Â ÷åì ïðè÷èíà òîãî, ÷òî äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ÈÑËÀÓ ñîñòîèò èç âñåãî
îäíîé òî÷êè? Ïðîñëåäèì, êàê äîñòèãàåòñÿ ¾ïîïàäàíèå¿ âåêòîðà ðåøåíèÿ (1, 2)T , â

42



äîïóñê ïðàâîé ÷àñòè.

3× 1 + 1× 2 = 5

2× 1 + 3× 2 = 7

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ¾êðàéíèõ¿ çíà÷åíèÿõ íåäèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÈÑËÀÓ è òîëüêî íà íèõ íåïóñòî.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîãäà äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî íåâûðîæäåíî, íî ¾ñðåäíåå¿ ðå-
øåíèå â íåãî íå ïîïàäàåò.

Ïðèìåð 6.31 ( ¾Ñðåäíåå¿ ðåøåíèå ÈÑËÀÓ íå ïîïàäàåò â äîïóñêîâîå ìíî-

æåñòâî.)

Ðàññìîòðèì ÈÑËÀÓ:

A =

(
1 [−0.9, 0.1]

[−0.1, 0.1] 1

)
, b =

(
[0.9, 2.2]
[0.9, 2.2]

)

Ìàòðèöà ÈÑËÀÓ â äàííîì ïðèìåðå ïîëó÷åíà èç åäèíè÷íîé äîáàâëåíèåì íåñèì-
ìåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî íóëÿ íåäèàãîíàüíûõ ÷ëåíîâ, èìèòèðóÿ ¾êðèâîé¿ ïîâîðîò
íà ïëîñêîñòè. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åíà íåñèììåòðè÷íûì ðàñòÿæåíèåì åäèíè÷íîãî
âåêòîðà.

Íà ðèñóíêå 19 ïðèâåäåíû ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé äàíî çàëèâêîé, ñðåäíåå ðåøåíèå îáîçíà÷åíî êâàäðàòîì, äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî
� òðåóãîëüíèê.

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

 x
1

0.5

1

1.5

2

2.5

3

 x
2

Ðèñ. 19: Êîíòðïðèìåð äëÿ îöåíêè ïî ôîðìóëå (14) â ÈÑËÀÓ ïðèìåðà 6.31.

Ñòåïåíü óäàëåííîñòè ¾ñðåäíåãî¿ ðåøåíèÿ îò äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà çàâèñèò îò
íåðàâåíñòâà èíòåðâàëîâ íåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. �
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Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë � òåîðèÿ. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè ìîæíî
ïðîèçâåñòè, èñïîëüçóÿ ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë. Åãî âûðàæåíèå èìååò âèä:

Tol (x) = Tol (x,A, b) = min
1≤i≤m

(15)

ïðèíàäëåæíîñòü x ∈ Ξtol(A, b) ðàâíîñèëüíà Tol (x;A, b) ≥ 0, ò. å. äîïóñêîâîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìûAx = b åñòü ìíîæåñòâî óðîâíÿ

Ξtol(A, b) = {x ∈ Rn | Tol (x;A, b) ≥ 0} (16)

ôóíêöèîíàëà Tol .
Îáñóäèì ôàêò, âûðàæàåìûé ôîðìóëîé (16).

x ∈ Ξtol(A, b)⇐⇒ A · x ⊆ b
n∑

i=1

aijxi ⊆ bj = [mid (bj)− rad (bj),mid (bj) + rad (bj)]

mid (bj)−
n∑

i=1

aijxi ⊆ [−rad (bj), rad (bj)]∣∣∣∣∣mid (bj)−
n∑

i=1

aijxi

∣∣∣∣∣ ≤ rad (bj)

rad (bj)−

∣∣∣∣∣mid (bj)−
n∑

i=1

aijxi

∣∣∣∣∣ ≥ 0

Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà âûðàæàåò ïîêîìïîíåíòíóþ ¾âìåñòèìîñòü¿ ëåâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓ
â ïðàâîé ÷àñòè (àáñîëþòíóþ âåëè÷èíû íåâÿçêè). Åñëè òàêîå óñëîâèå âûïîëíåíî äëÿ
âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà b, ñèñòåìà ðàçðåøèìà.

Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì ïðè çíà÷åíèè àðãó-
ìåíòà, íàèáîëåå áëèçêîìó ê ¾ðåøåíèþ¿ ÈÑËÀÓ.

Ïðèìåð 6.32 ( Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë 3 óðàâíåíèÿ � ãðàôèê)

Ðàññìîòðèì ÈÑËÀÓ [1]: [2, 3] [−1, 2]
[1, 2] [1, 3]

[−1, 1] [0, 1]

 · (x
y

)
=

 [0, 60]
[10, 72]

[−10, 36]

 (17)

Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (15):

Tol (x, y) = min {30− | [2, 3] · x− [−1, 2] · y |,
31− | [1, 2] · x− [1, 3 · y |,

23− | [−1, 1] · x− [0, 1] · y |, }
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Ðèñ. 20: Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ÈÑËÀÓ 2x3

Íà ãðàôèêå (ðèñóíîê 20) õîðîøî âèäíà ìíîãîãðàííîñòü ôóíêöèîíàëà. Íàèâûñ-
øàÿ ïî îñè 0z òî÷êà ãðàôèêà Tol èìååò êîîðäèíàòû (x, y, z) = (6, 8, 4)T , òàê ÷òî
ìàêñèìóì ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ðàâåí 4. �

Ïðèìåð 6.33 ( Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë 2 óðàâíåíèÿ � ãðàôèê)

Ðàññìîòðèì ÈÑËÀÓ [1](
[1, 2] [−2

3 ,
1
2 ]

[−2
3 ,

1
2 ] [1, 2]

)
·
(
x
y

)
=

(
[−1, 1]
[−1, 1]

)
(18)

Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå 15, çäåñü ñåðåäèíû ïðàâûõ ÷àñòåé bi = 0 :

Tol (x, y) = min
{

1−
∣∣ [1, 2] · x+ [−2

3 ,
1
2 ] · y

∣∣ , 1− ∣∣[−2
3 ,

1
2 ] · x+ [1, 2] · y

∣∣ ,} =

= 1− max
{∣∣[1, 2] · x+ [−2

3 ,
1
2 ] · y

∣∣ , ∣∣[−2
3 ,

1
2 ] · x+ [1, 2] · y

∣∣}
Çäåñü ìîäóëè âûðàæåíèé ïîä çíàêàìè ýêñòðåìóìîâ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíû. Êðî-

ìå òîãî, îíè äîñòèãàþò ñâîèõ íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ íóëþ, îäíîâðåìåííî,
êîãäà x = y = 0. Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ x è y âûðàæåíèÿ ïîä çíàêàìè ìîäóëåé íåíó-
ëåâûå, òàê ÷òî çíà÷åíèå ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà â ýòèõ òî÷êàõ áóäåò ìåíüøèì
åãî çíà÷åíèÿ â íóëå. Òàêèì îáðàçîì

max
x∈R

Tol (x) = 1

è äîñòèãàåòñÿ ïðè (x, y) = (0, 0). �

Ðàñïîçíàþùèé ôóíêöèîíàë � ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ. Ðàçðåøèìîñòü èññëåäóåì ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè tolsolvty [10], äîñòóïíîé ñ ñàéòà [11].
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Ðèñ. 21: Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà äëÿ ÈÑËÀÓ 2x2

Ñèíòàêñèñ ïðîãðàììû tolsolvty â ñîêðàùåííîé ôîðìå:

[tolmax, argmax, envs...] = tolsolvty(supA, infA, supb, infb, ...). (19)

Îáÿçàòåëüíûå âõîäíûå àðãóìåíòû ôóíêöèè:
infA, supA, infb, supb � ñîîòâåòñòâåííî íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû ìàòðèöû è
ïðàâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓ:

infA = inf(A), supA = sup(A)
infb = inf(b), supb = sup(b).

(20)

Ôóíêöèÿ tolsolvty (ôîðìóëà (19)) âîçâðàùàåò âåëè÷èíó ðàçðåøàþùåãî ôóíêöè-
îíàëà tolmax. Ïîëîæèòåëüíîñòü ýòîãî ôóíêöèîíàëà ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåøèìîñòè
ÈÑËÀÓ, argmax � íàèáîëåå ¾âåðíîå¿ ðåøåíèå, äàæå ïðè îòñóòñòâèè ðàçðåøèìî-
ñòè, à òàêæå envs � çíà÷åíèÿ îáðàçóþùèõ ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà â òî÷êå åãî
ìàêñèìóìà.

Ïðèìåð 6.34 ( Ïðîãðàììíîå âû÷èñëåíèå ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà �

1)

Ðàññìîòðèì ÈÑËÀÓ 18 èç ïðèìåðà 6.32. Ñôîðìèðóåì âõîäíûå ïàðàìåòðû äëÿ ôóíê-
öèè tolsolvty(supA, infA, supb, infb):

supA =

 2 −1
1 1
−1 0

 , infA =

3 3
2 3
1 1

 , supb =

 0
10
−10

 , infb =

60
72
36

 .

Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû
[tolmax,argmax] = tolsolvty(supA, infA, supb, infb) áóäåò âû÷èñëåíèå:

tolmax = 4; argmax = (6, 8)
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Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 20. �

Ïðèìåð 6.35 ( Ïðîãðàììíîå âû÷èñëåíèå ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà �

2)

Ðàññìîòðèì ÈÑËÀÓ (17) èç ïðèìåðà 6.33. Ñôîðìèðóåì âõîäíûå ïàðàìåòðû äëÿ
ôóíêöèè tolsolvty(supA, infA, supb, infb):

supA =

(
1 −2

3
−2

3 1

)
, infA =

(
2 1

2
1
2 2

)
, supb =

(
−1
−1

)
, infb =

(
1
1

)
Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû tolsolvty (19):

tolmax = 1; argmax = (0, 0)

Ãðàôèê ðàñïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 21. �

Êîððåêöèÿ ÈÑËÀÓ: èçìåíåíèå ïðàâîé ÷àñòè. Íåðàçðåøèìîñòü ëèíåéíîé çàäà÷è î
äîïóñêàõ ìîæåò èìåòü ðàçíûå ïðè÷èíû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî
ñî ñëèøêîì âûñîêèìè òðåáîâàíèÿìè (îãðàíè÷åíèÿìè) íà äîïóñêè â ïðàâîé ÷àñòè
èëè íåäîñòîâåðíîñòü ñàìèõ äàííûõ. Âñïîìíèì ïðèìåð 6.27: Ax 6⊆ b � ïðàâàÿ ÷àñòü
¾óæå¿ ëåâîé.

Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äîñòèæåíèÿ ðàçðåøèìîñòè [1] � îñëàáëåíèå îãðàíè-
÷åíèÿ (ðàñøèðåíèå äîïóñêà ) â ïðàâîé ÷àñòè ÈÑËÀÓ. Ýòà îïåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò
çíà÷åíèå Tol (x) (ñìîòðè âûðàæåíèå (15)) è ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ðàçðåøèìîñòè çà
ñ÷åò îñëàáëåíèÿ òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ðåøåíèÿ.

Îáîñíîâàíèå ýòîãî ôàêòà ñëåäóþùåå. Âåëè÷èíû rad bi âõîäÿò ñëàãàåìûìè âî âñå
âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà. Åñëè îáîçíà-
÷èòü âåêòîð ¾ðàñøèðåíèÿ¿

e =
(
[−1, 1], . . . , [−1, 1]

)>
,

òî äëÿ ñèñòåìû Ax = b +Ce ñ óøèðåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ rad bi +C, i = 1, 2, . . . ,m
çíà÷åíèå ðàcïîçíàþùåãî ôóíêöèîíàëà ðàâíî:

max
x

Tol (x,A, b + Ce) = max
x

Tol (x,A, b) + C.

Ïðèìåð 6.36 ( Äîñòèæåíèå ðàçðåøèìîñòè ÈÑËÀÓ çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ

ïðàâîé ÷àñòè)

Ðàññìîòðèì ÈÑËÀÓ [1]: (
[2, 4] [−2, 1]

[−1, 2] [2, 4]

)
· x =

(
[1, 2]
[1, 2]

)
.
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Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû tolsolvty (19):
tolmax = -0.72727; argmax = [0.54545, 0.40909]

Äîïóñêîâîå ìíîæåñòî ïóñòî è ¾äåôèöèò ðàçðåøèìîñòè¿ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî -0.73.
Ñîãëàñíî ìåòîäèêå äîñòèæåíèÿ ðàçðåøèìîñòè, äîáàâëåíèå ê ïðàâîé ÷àñòè 1.73 ·

[−1, 1] ïðèâåäåò ê ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ñ ¾çàïàñîì ðàçðåøèìîñòè¿ ïðèìåðíî 1.
Òàêîå èçáûòî÷íîå ðàñøèðåíèå äàåò íåïóñòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ãðàôè÷åñêè. (

[2, 4] [−2, 1]
[−1, 2] [2, 4]

)
· x =

(
[1, 2]
[1, 2]

)
+ 1.8 ·

(
[−1, 1]
[−1, 1]

)
Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû tolsolvty (19) íà ýòîò ðàç áóäåò:
tolmax = 1.0727; argmax = (0.54545, 0.40909)

-4 -2 0 2 4 6 8

 x
1

-6

-4

-2

0

2

4

6

 x
2

Ðèñ. 22: Ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ: îáúåäèíåííîå èñõîäíîå (ãðàíèöà øòðèõîì),
ðàñøèðåííîå è äîïóñêîâîå

Íà ðèñóíêå 22 ïðåäñòàâëåíû 3 ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ: îáúåäèíåííîå èñõîä-
íîå ïîëóïðîçðà÷íîå ñ øòðèõîâîé ãðàíèöåé, ðàñøèðåííîå ïîëóïðîçðà÷íîå ñ øòðèõî-
âîé ãðàíèöåé è äîïóñêîâîå áîëåå òåìíîå. �

Â ïðèìåðå 6.36 íåïóñòîòà ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ áûëà äîñòèãíóòà çà ñ÷åò ñóùå-
ñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ äîïóñêîâ:

b =

(
[−0.8, 3.8]
[−0.8, 3.8]

)
Ýòî íå âñåãäà ïðèåìëåìî ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè ðåøåíèå ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à íèæíÿÿ ãðàíèöà äîïóñêà ñòàëà îòðèöàòåëüíîé, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ðåøåíèå íå èìååò ñìûñëà.

Åñëè øèðèíû ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò âåêòîðû ïðàâîé ÷àñòè ðàçëè÷íû, òî áîëåå
ýôôåêòèâíî è ðàñøèðÿòü èõ ïî-ðàçíîìó. Òåõíè÷åñêè ìåòîä ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ê ïðàâîé ÷àñòè äîáàâëÿþòñÿ âåëè÷èíû, ¾ðàñøèðåííûå¿ âî âñå ñòîðîíû,
ïðîïðîöèîíàëüíûå íåêîòîðûì âåñàì νi, êîòîðûå ðàçëè÷íû äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíò:
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bi +K · νi · [−1, 1] (21)

bi � èñõîäíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ïðàâûõ ÷àñòåé ÈÑËÀÓ, νi � èíäèâèäóàëüíûå
âåñà äëÿ ðàçíûõ êîìïîíåíò, K - îáùèé ìíîæèòåëü, [−1, 1] � ñèììåòðè÷íûé îòíîñè-
òåëüíî íóëÿ èíòåðâàë.

Ïðèìåð 6.37 ( Äîñòèæåíèå ðàçðåøèìîñòè ÈÑËÀÓ çà ñ÷åò ðàñøèðåíèÿ

ïðàâîé ÷àñòè ïðè íåðàâíûõ øèðèíàõ êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð [3], ñõîäíûé ñ 6.36, íî ñ äðóãèì âåêòîðîì ïðàâîé ÷àñòè:(
[2, 4] [−2, 1]

[−1, 2] [2, 4]

)
· x =

(
[1, 2]

[1, 1.5]

)
.

Ðàäèóñ âòîðîé êîìïîíåíòû b â 2 ðàçà ìåíüøå ïåðâîé.
Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû tolsolvty (19):
tolmax = -0.77273; argmax = (0.45454, 0.34091)

Äîïóñêîâîå ìíîæåñòî ïóñòî è ¾äåôèöèò ðàçðåøèìîñòè¿ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî -0.73.
Äîáàâèì ê ïðàâîé ÷àñòè âåêòîð ¾ðàñøèðåíèÿ¿ ∆b: ñ ðàäèóñîì âòîðîé êîìïîíåí-

òû â 2 ðàçà ìåíüøå ïåðâîé:

rad (∆b) =

(
1.8
0.9

)
, b =

(
[−0.8, 3.8]
[0.1, 2.4]

)
.

Íîâàÿ ÈÑËÀÓ èìååò âèä:(
[2, 4] [−2, 1]

[−1, 2] [2, 4]

)
· x =

(
[−0.8, 3.8]
[0.1, 2.4]

)
Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû tolsolvty (19):
tolmax = 0.45454; argmax = (0.20909, 0.38182)
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Ðèñ. 23: Ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ: îáúåäèíåííîå èñõîäíîå (ãðàíèöà øòðèõîì),
ðàñøèðåííîå è äîïóñêîâîå
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Íà ðèñóíêå 23 ïðåäñòàâëåíû 3 ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ: îáúåäèíåííîå èñõîä-
íîå ïîëóïðîçðà÷íîå ñ øòðèõîâîé ãðàíèöåé, ðàñøèðåííîå ïîëóïðîçðà÷íîå ñ øòðèõî-
âîé ãðàíèöåé è äîïóñêîâîå áîëåå òåìíîå. �

Íèæíÿÿ ãðàíèöà äîïóñêà ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå â ïåðâîì óðàâíåíèè ïî-ïðåæíåìó
îòðèöàòåëüíà, à ïî-âòîðîé ñòàëàñü ïîëîæèòåëüíà. Ýòîò ôàêò îçíà÷àåò, ÷òî èçáèðà-
òåëüíàÿ ðàáîòà ñ ðàçíûìè óðàâíåíèÿìè äàåò áîëåå êà÷åñòâåííîå ðåøåíèå.

Êîððåêöèÿ ÈÑËÀÓ: èçìåíåíèå ìàòðèöû. Åñëè ÈÑËÀÓ íåñîâìåñòíà, òî íàèáîëåå
ïðèíöèïèàëüíûì ïîäõîäîì ê äîñòèæåíèþ ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ êîððåêöèÿ ïðà-
âîé ÷àñòè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ýòîé ïðîáëåìå. Ðàññìîòðèì ïðèìåð
6.27. Ïðè÷èíîé íåñîâìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñèëüíîå ¾ðàñøèðÿþùåå¿ äåé-
ñòâèå ìàòðèöû A = [1, 2], â 2 ðàçà, íà âåêòîð x. Ïðè ýòîì øèðèíà ïðàâîé ÷àñòè
ìåíüøå, b= (3, 4).

Ïðèìåð 6.38 ( Äîñòèæåíèå ðàçðåøèìîñòè ÈÑËÀÓ çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ

ðàäèóñîâ êîìïîíåíò ìàòðèöû)

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó 6.37 [3] è âûÿñíèì, íàñêîëüêî íóæíî óìåíüøèòü ðàäèóñû
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ÷òîáû áûëà ðàçðåøèìà ÈÑËÀÓ(

[2, 4] [−2, 1]
[−1, 2] [2, 4]

)
· x =

(
[1, 2]

[1, 1.5]

)
Ñèìâîëè÷åñêè óìåíüøåíèå ðàäèóñîâ ïðè ñîõðàíåíèè ¾ñðåäíåé¿ ìàòðèöû ìîæíî âû-
ðàçèòü òàêèì îáðàçîì:

A→ A′,

ãäå rad (A)′ ≤ rad (A), a mid (A)′ = mid (A) . Êîíêðåòíî, ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñîâ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A â 8 ðàç, ïîëó÷àåì ðàçðåøèìóþ ÈÑËÀÓ:(

[2.88, 3.12] [−0.69,−0.31]
[0.31, 0.69] [2.88, 3.12]

)
· x =

(
[1, 2]

[1, 1.5]

)
tolmax = 0.08

Íà ðèñóíêå 24 ïðåäñòàâëåíû 2 ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ: îáúåäèíåííîå ïîëó-
ïðîçðà÷íîå è äîïóñêîâîå áîëåå òåìíîå. �

Èíòåðâàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ÑËÀÓ, ñ
íåòî÷íî èçâåñòíûìè ìàòðèöåé è ïðàâîé ÷àñòüþ. ×òîáû óëó÷øèòü óñòîé÷èâîñòü ïðî-
öåññà ðåøåíèÿ, ¾ïîãðóæàåì¿ èñõîäíóþ íåòî÷íóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó â ÈÑËÀÓ òîé
æå ñòðóêòóðû, à çàòåì ðàññìàòðèâàåì åå äîïóñêîâîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Â ðåçóëü-
òàòå ¾èíòåðâàëèçîâàííàÿ¿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ ëó÷øå îáóñëîâëåííîé, äëÿ
êîòîðûõ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé áîëåå óñòîé÷èâî.

Â êà÷åñòâå ïñåâäîðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áåðåì òî÷-
êó èç äîïóñêîâîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé èíòåðâàëèçèðîâàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû èëè
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Ðèñ. 24: Ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ ÈÑËÀÓ ñâåòëîå îáúåäèíåííîå è òåìíîå äîïóñêîâîå

òî÷êè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò íàèáîëüøóþ äîïóñòèìóþ ñîâìåñòèìîñòü (ñîãëàñîâàí-
íîñòü).

Èç òåîðèè ìàòðèö. Ïóñòü A � ìàòðèöà è åå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè cond(A) =
‖A‖ · ‖A−1‖ , îïðåäåëåííàÿ ÷åðåç ïîä÷èíåííóþ íîðìó ‖ · ‖ , óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
cond(A) ≥ 1. Òîãäà â îêðåñòíîñòè íàéäóòñÿ ìàòðèöû A′ èìåþùèå ëó÷øóþ îáóñëîâ-
ëåííîñòü: cond(A′) ≤ cond. Ýòî ñëåäóåò èç ôàêòà, ÷òî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿ
ïîä÷èíåííîé íîðìû èìååò òîëüêî ãëîáàëüíûé ìèíèìóì cond(A) = 1 è íå èìååò
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ èäåÿ: çàìåíèòü ðåøåíèå èñõîäíîé ÑËÀÓ A ·x = b ðåøåíè-
åì ÑËÀÓ A′·x = b ñ áëèçêîé, íî ëó÷øå îáóñëîâëåííîé ìàòðèöåé A′. Ïðè áëàãîïðèÿò-
íûõ óñëîâèÿõ, ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû áóäåò áëèçêî ê æåëàåìîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé
ñèñòåìû. Ýòà èäåÿ íå íîâà è âîñõîäèò ê ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè Ëàâðåíòüåâà [13], èñ-
ïîëüçóåìîìó, íàïðèìåð äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà. Ïðè
ìàëîì âîçìóùåíèè îïåðàòîðà óðàâíåíèÿ, ìàëûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îòîäâèãàþòñÿ
îò íóëÿ, è îïåðàòîð óäàëÿåòñÿ îò ñèíãóëÿðíîñòè.

Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Ëàâðåíòüåâà òàêæå ïðèìåíèì ê ÑËÀÓ. Â ÷àñòíîì ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíà ïîëóîïðåäåëåíà
(íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà), ðåøàåòñÿ ÑËÀÓ:

(A+ θ · I) · x = b (22)

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ìû íè÷åãî íå çíàåì î ñâîéñòâàõ ìàòðèöû À, âûáîð ïàðàìåòðà
θ , ò.å. íàïðàâëåíèå ñäâèãà è åãî âåëè÷èíà íå î÷åâèäíû.

Ðåàëèçàöèÿ íàøåé èäåè â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ îá íåäîñòóïíà, ìîæåò ñî-
ñòîÿòü â òîì, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòü ñäâèã ¾ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì¿. Òîãäà
ìåæäó ñäâèãàìè åñòü îïðåäåëåííî ïîäõîäÿùåå íàïðàâëåíèå, è îíî îáåñïå÷èò æåëà-
òåëüíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ è óëó÷øåíèå ìàòðèöû.

Â èíòåðâàëüíûõ òåðìèíàõ ìû ¾ðàçäóâàåì¿ ìàòðèöó , ïðåâðàùàÿ åå â èíòåð-
âàëüíóþ ìàòðèöó A. ×òîáû ïîêðûòü âñå âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà ìàòðèöû
A:

A = A+ θ ·E (23)
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çäåñü E � ìàòðèöà òîãî æå ðàçìåðà ÷òî è A, ñîñòàâëåííàÿ èç èíòåðâàëîâ [−1, 1] è
θ� ïàðàìåòð âåëè÷èíû ¾ðàçäóâàíèÿ¿.

Ïðèìåð 6.39 ( Èíòåðâàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ÈÑËÀÓ 2x2)

Ðàññìîòðèì [?] òî÷å÷íóþ ìàòðèöó

A =

(
99 100
98 99

)
Ïî îòíîøåíèþ ê ñïåêòðàëüíîé íîðìå cond(A) =

√
λmax(ATA) , ÷èñëî îáóñëîâëåííî-

ñòè ðàâíî 3.9 ·104, è ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ìàêñèìóì äëÿ ðåãóëÿðíûõ 2x2-ìàòðèö
ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè < 100.

¾Èíòåðâàëèçóåì¿ ìàòðèöó äîáàâëåíèåì ê êàæäîìó ýëåìåíòó.

A =

(
[98, 100] [99, 101]
[97, 99] [98, 100]

)
Íîâàÿ èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà ñîäðåæèò ìíîæåñòâî òî÷å÷íûõ ñèíãóëÿðíûõ ìàòðèö,
íàïðèìåð:

A =

(
98 99
98 99

)
×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ¾ óãëîâûõ ¿ ìàòðèö ðàâíî

cond(A) =

38000 197 201 13100

197 99 13100 195

197 39200 99 199
39200 199 199 40000

Ìû ìîæåì âèäåòü, ÷òî ñðåäè 16 ìàòðèö êîíå÷íûõ òî÷åê îäíà ìàòðèöà èìååò åùå
áîëüøåå ÷èñëî îáóñëîâëåíîñòè, ÷åì èñõîäíîå, 40000. Äâå ìàòðèöû èìåþò ïðèìåð-
íî òàêîå æå çíà÷åíèå, à îäíà ìàòðèöà íåñêîëüêî ìåíüøåå. Îäíàêî 10 ìàòðèö èç 16
èìåþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå ÷èñëà îáóñëîâëåíîñòè. Çíà÷åíèÿ ÷èñåë îáóñëîâëåííî-
ñòè äëÿ íàèáîëåå ¾âûäàþùèåñÿ¿ ïðåäñòàâèòåëè çàêëþ÷åíû â òàáëèöå â ðàìêè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå 98.76, äîñòèãíóòîå â ìàòðèöå êîíå÷íûõ òî÷åê äåé-
ñòâèòåëüíî ìèíèìàëüíî ñðåäè âñåõ òî÷å÷íûõ ìàòðèö èç ìíîæåñòâà A. �
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7 Ðåøåíèå èíòåðâàëüíûõ ñèñòåì

íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Îäíîìåðíûé ìåòîä Íüþòîíà Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ
îäíèì íåèçâåñòíûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f : R ⊇ X → R � ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íóëü x? íà ðàññìàòðè-
âàåìîì èíòåðâàëå X è äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà í¼ì. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X èç
ýòîãî æå èíòåðâàëà â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà (ôîðìóëû êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé)

x− f(x?) = (x− x?) · f ′(ξ)

ãäå ξ � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìåæäó x è x?. Íî, òàê êàê f(x?) = 0 , òî ïðè f ′(ξ) 6= 0
ñëåäóåò:

x? = x− f(x)

f ′(ξ)
èíòåðâàëèçóÿ âûïèñàííîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèå

x? ∈ x− f(x)

f ′(X)

åñëè 0 /∈ f ′(X).
Îòîáðàæåíèå N : IR× R→ IR äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

N (X, x) := x− f(x)

f ′(X)

íàçûâàåòñÿ (îäíîìåðíûì) èíòåðâàëüíûì îïåðàòîðîì Íüþòîíà äëÿ f .
Òàê êàê ëþáîé íóëü ôóíêöèè f íà X ëåæèò òàêæå â N (X, x) , òî ðàçóìíî âçÿòü

â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî áîëåå òî÷íîãî èíòåðâàëà ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïåðåñå÷åíèå

X ∩ N (X, x)

Äàëåå, ïîëîæèâ X(0) = X , åñòåñòâåííî îðãàíèçîâàòü èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå:

X(k+1) ←X(k) ∩ N (X, x) (24)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíûì ìåòîäîì Íüþòîíà.

Ïðèìåð 7.40 ( Îäíîìåðíûé ìåòîä Íüþòîíà � êîðåíü ïîëèíîìà 2-é ñòå-

ïåíè)

Ðàññìîòðèì [2] ôóíêöèþ f(x) = x2 − 2 â èíòåðâàëå X(0) = [1, 2].
f ′(x) = 2 · x.

Âûáåðåì x(k) = mid (X(k). Ñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

X(k+1) ←X(k) ∩ N (X, x)

N (X(k), x(k)) = mid (X(k))− (X(k))2

2 ·X(k)
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1-é øàã ïðîöåññà:

X(0) = [1, 2]

N (X)(0), x(0)) =
3

2
− 1

4
/[2, 4] =

3

2
−
[

1

16
,
1

8

]
=

[
22

16
,
23

16

]
,

X(1) = [1, 2] ∩
[

22

16
,
23

16

]
=

[
22

16
,
23

16

]
.

�

Óæå íà ïåðâîì øàãå ïîëó÷åíî ñèëüíîå ñóæåíèå èíòåðâàëà ðåøåíèÿ: ñõîäèìîñòü
èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà êâàäðàòè÷íà, êàê è â íåèíòðåâàëüíîì ñëó÷àå.

Ìíîãîìåðíûé ìåòîä Íüþòîíà. Ïðè ïåðåõîäå ê ìíîãîìåðíîìí ñëó÷àþ ñêàëÿðíûå âå-
ëè÷èíû ïåðåõîäÿò â âåêòîðíûå, à ïðîèçâîäíûå � â ßêîáèàíû. Óñëîâèå íåðàâåíñòâà
íóëþ ïðîèçâîäíîé íà èíòåðâàëå çàìåíÿåòñÿ íà íåâûðîæäåííîñòü ßêîáèàíà:

det (J(x, x))i,j ≡ det

(
∂fi
∂xj

)
6= 0, x ∈X.

Ìíîãîìåðíûé èíòåðâàëüíûé îïåðàòîð Íüþòîíà ìîæíî ôîðìàëüíî çàïèñàòü êàê:

N (X, x) := x− (J(x, x))−1 · F (x). (25)

ïðè ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîãî ÿêîáèàíà.
Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ òîëüêî äëÿ óìíîæåíèÿ íà èíòåð-

âàëüíóþ îöåíêó ÿâëÿåòñÿ äîðîãîñòîÿùåé ïðîöåäóðîé. Áîëåå ïðàêòè÷íûé ïîäõîä
çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè êàêîãî-ëèáî ìåòîäà (Ãàóññà-Çåéäåëÿ, Êðàâ÷èêà) äëÿ
âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ [1], ãë.8.

Ïðèìåð 7.41 ( Ìíîãîìåðíûé ìåòîä Íüþòîíà � ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé è

îêðóæíîñòè) .
Ïðèâåäåì èëþþñòðàòèâíûé ïðèìåð [2], â êîòîðîì âîçìîæíî àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñ-
ëåíèå ÿêîáèàíà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : R2 → R:

f(x) =

(
f1(x)
f2(x)

)
=

(
x21 + x22 − 1
x1 − x2

)
â èíòåðâàëå X(0) =

[
1
2 , 1
]
×
[
1
2 , 1
]
.

ßêîáèàí ñèñòåìû ðàâåí:

J(x) =

(
2 · x1 2 · x2

1 −1

)
.

ßêîáèàí íå îñîáåííûé ïðè x1 + x2 6= 0 è

(J(x))−1 =
1

x1 + x2

(
1/2 2 · x2
1/2 −2 · x1

)
.
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Áðóñ X(0) íå ñîäåðæèò ïðÿìîé
x1 + x2 = 0, (26)

íà êîòîðîé ÿêîáèàí ñèíãóëÿðåí. Áåðåì èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû
ßêîáè:

V (X) =
1

X1 + X2

(
1/2 2 ·X2

1/2 −2 ·X1

)
.

Ïðè ýòîì (J(X))−1 ⊆ V (X). Âûáåðåì x(k) = mid (X(k). Ñòðîèì èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ:

X(k+1) ←X(k) ∩ N (X, x)

N (X(k), x(k)) = mid (X(k))− V (X) · F (X(k))

1-é øàã ïðîöåññà:

X(0) =

[
1

2
, 1

]
×
[

1

2
, 1

]
Cïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ¾ñðåäíåé¿ îáðàòíîé ìàòðèöû ßêîáè

ρ
(
J (X(0)

)−1
= 0.7 < 1, (27)

÷òî îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ â ôîðìàòå
<ñåðåäèíà, øèðèíà> ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

èòåðàöèÿ <ñåðåäèíà¿ X1, X2 ¾øèðèíà¿ X1, X2

0 0.7500 0.2501
1 0.6667 0.0418
2 0.7063 0.0021
3 0.7071 0.0001

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ 1/
√

2. Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà â äàííîì ìåòîäå îáåñïå-
÷èâàåòñÿ óñëîâèåì (27). Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ óäàëåííîñòüþ
íà÷àëüíîãî áðóñà X(0) îò îáëàñòè ñèíãóëÿðíîñòè ìàòðèöû V (X(0)) � ïðÿìîé (26).
Ïðè ïðèáëèæåíèè X(0) ê îáëàñòè ñèíãóëÿðíîñòè, ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ¾ñðåäíåé¿
îáðàòíîé ìàòðèöû ßêîáè áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè, à èòåðàöèîííûé ïðîöåññ �
ðàñõîäèòüñÿ. �

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ õîäà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ñëåäóåò âìåñòî îáðàùåíèÿ ÿêîáè-
àíà, âû÷èñëÿòü åãî äåéñòâèå íà èíòåðâàëüíóþ îöåíêó F (x):

Y (k) = (J(x, x))−1 · F (x).

Äëÿ ýòîãî ðåøàòü óðàâíåíèå (íàõîäèòü âíåøíþþ îöåíêó ìíîæåñòâà ðåøåíèé) Y (k)

ìåòîäîì Ãàóññà-Çåéäåëÿ èëè Õàíñåíà-Ñåíãóïòû (âàðèàíò ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ ñ
ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì):

J(X(k)) · Y (k) = F (X(k)),

è äëÿ èòåðàöèé èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå Y (k).
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Ìåòîä Êðàâ÷èêà. Ïóñòü íà áðóñå X ⊂ IR çàäàíà ñèñòåìà n íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
c n íåèçâåñòíûìè

F (x) = 0

â êîòîðîé F (x) = {F1(x1), . . . , Fn(x)}T , x = (x1, . . . , xn). Äëÿ íå¼ òðåáóåòñÿ óòî÷íèòü
äâóñòîðîííèå ãðàíèöû ðåøåíèé, ëèáî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèé íåò. Âîçüì¼ì êàêóþ-
íèáóäü òî÷êó x ∈X è îðãàíèçóåì îòíîñèòåëüíî íå¼ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè F :

F (x) = F (x) + L · (x− x)

ãäå L ⊂ IRn×n � èíòåðâàëüíàÿ ìàòðèöà Ëèïøèöà îòîáðàæåíèÿ F íà áðóñå X.
Åñëè x = x? , ò. å. òî÷êîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû, òî F (x?) = 0 è ïîòîìó âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå:

0 ∈ F (x) + L · (x− x)

Â îòëè÷èå îò èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà, äîìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî âêëþ÷åíèÿ
ñëåâà íà òî÷å÷íóþ n× n-ìàòðèöó −Λ:

0 ∈ −Λ · F (x)− Λ ·L · (x− x)

Äîáàâëåíèå ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷èâøåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿ x? − x ïðèâîäèò ê

x? − x ∈ −Λ · F (x)− Λ ·L · (x? − x) + (x? − x)

÷òî ðàâíîñèëüíî

x? ∈ x ∈ −Λ · F (x)− Λ ·L · (x? − x) + (x? − x)

òàê êàê äëÿ íåèíòåðâàëüíîãî îáùåãî ìíîæèòåëÿ x?−x ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äèñ-
òðèáóòèâíûì ñîîòíîøåíèåì. Íàêîíåö, åñëè ðåøåíèå x ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ ïðèíàäëåæàùèì áðóñó X, ìû ìîæåì âçÿòü èíòåðâàëüíîå ðàñøèðåíèå ïî
x ∈X ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âêëþ÷åíèÿ, ïðèäÿ ê ñîîòíîøåíèþ

x? ∈ x− Λ · F (x)− (I − Λ ·L) · (x? − x)

Îòîáðàæåíèå K : ID× R→ IRn, çàäàâàåìîå âûðàæåíèåì

K(X, x) := x− Λ · F (x)− (I − Λ ·L) · (X − x) (28)

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êðàâ÷èêà íà ID îòíîñèòåëüíî òî÷êè x . åñëè ñïåêòðàëüíûé
ðàäèóñ ìàòðèöû I − Λ · L ìåíüøå åäèíèöû, òî ïî òåîðåìå Øð¼äåðà [1] ó îòîáðà-
æåíèÿ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, â áðóñå X ñîäåðæèòñÿ ðîâíî
îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû F (x) = 0.

Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñîâåðøåííî òàê æå, êàê è
äëÿ èíòåðâàëüíîãî ìåòîäà Íüþòîíà, ïîëîæèâ X(0) = X è çàïóñêàÿ èòåðàöèè

X(k+1) ← X(k) ∩ K(X(k), x(k)),
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k = 0, 1, 2, ... äëÿ êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê x(k) ∈ X(k). Ýòîò èíòåðâàëü-
íûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Êðàâ÷èêà. Åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä Êðàâ÷èêà äëÿ âíåøíåãî îöåíèâàíèÿ ìíîæåñòâ ðåøå-
íèé ÈÑËÀÓ.

Ïðèìåð 7.42 ( Ìåòîä Êðàâ÷èêà � ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû è îêðóæíîñòè )

Ðàññìîòðèì [3] ñèñòåìó óðàâíåíèé f : R→ R :

f(x) =

(
f1(x)
f2(x)

)
=

(
x21 + x22 − 1 = 0
x1 − x22 = 0

)
Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ X(0) = [0, 1]× [0, 1].
ßêîáèàí ñèñòåìû ðàâåí:

J(X) =

(
2 ·X1 2 ·X2

2 ·X1 −1

)
.

Âîçüìåì Λ êàê:

Λ = J
(
X(0)

)−1
=

(
0.5 0.5
0.5 −0.5

)
.

Ñòðîèì äëÿ (28) ñêîáêó:

I − Λ · J =

(
[−0.5, 0.5] [−1, 1]
[−0.5, 0.5] [−1, 1]

)
.

Ïåðâûå øàãè âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

:

k X1 X2

0 [0, 1] [0, 1 ]
1 [0, 1] [ 0.125,1]

Íà ïåðâîì øàãå äîñòèãíóòî ñóæåíèå îáëàñòè ïî êîîðäèíàòå x2. Äàëüíåéøàÿ ëî-
êàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ âèäíà èç ðèñóíêà 25. Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïîñëå-
äîâàòåëüíûå áðóñû ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè âñåõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëàñü ìàòðèöà
Λ = J(X(0))−1, âû÷èñëåííàÿ äëÿ áðóñà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè íà
êàæäîì øàãå çíà÷åíèÿ Λ, ñîîòâåòñâóþùåãî øàãó, óñêîðèò ñõîäèìîñòü.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà Êðàâ÷èêà ÿâëÿåòñÿ íåòðåáîâàòåëüíîñòü ê
òî÷íîñòè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. �

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ïàðàáîëà è îêðóæíîñòü ïåðåñåêàëèñü ïîä óãëîì, áëèç-
êèì ê ïðÿìîìó. Ïðîèëëþñòðèðóåì, êàê ìåòîä Êðàâ÷èêà ðàáîòàåò â áîëåå ñëîæíîé
ñèòóàöèè.

Ïðèìåð 7.43 ( Ìåòîä Êðàâ÷èêà � êàñàíèå ïàðàáîëû è îêðóæíîñòè )
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Ðèñ. 25: Ìåòîä Êðàâ÷èêà � ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû è îêðóæíîñòè. Øòðèõîâûìè ëè-
íèÿìè ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì [3] ñèñòåìó óðàâíåíèé f : R2 → R :

f(x) =

(
f1(x)
f2(x)

)
=

(
(x1 − xc)2 + (x2 − yc)2 − 1 = 0, xc = 1.22, yc = 0

x1 − x22 = 0

)
.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ X(0) = [0.8, 1.4]× [0.6, 1.3].
ßêîáèàí ñèñòåìû ðàâåí:

J(X) =

(
2 · (X1 − xc) 2 · (X2 − yc)

−1 2 ·X2

)
Âûïîëíèì äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ:

k X1 X2

0 [0.8, 1.4] [0.6, 1.3 ]
1 [ 0.68, 1.8] 0.64,1.3]

Íà ïåðâîì øàãå îïåðàòîð Êðàâ÷èêà ñóùåñòâåíî ðàñøèðåí ïî êîîðäèíàòå x1,
ïðè ýòîì äîñòèãíóòî ñóæåíèå îáëàñòè ïî êîîðäèíàòå x2. Äàëüíåéøàÿ ëîêàëèçàöèÿ
ðåøåíèÿ âèäíà èç ðèñóíêà 25. Òîíêèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå áðóñû
ïðèáëèæåíèÿ. Ñõîäèìîñòü ïðîöåñà ñóùåñòâåííî õóæå, ÷åì â ïðèìåðå 7.42. �

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò ðåøåíèå çàäà÷è ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåí-
íîñòüþ â óðàâíåíèè.

Ïðèìåð 7.44 ( Ìåòîä Êðàâ÷èêà � ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû è ¾òîëñòîé¿

îêðóæíîñòè )

Ïóñòü îêðóæíîñòü â ïðèìåðå 7.42 èìååò ðàäèóñ â âèäå èíòåðâàëà:
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Ðèñ. 26: Ìåòîä Êðàâ÷èêà � êàñàíèå ïàðàáîëû è îêðóæíîñòè. Òîíêèìè ëèíèÿìè
ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ.

R = [1− ε, 1 + ε], ε = 0.1

f(x) =

(
f1(x)
f2(x)

)
=

(
x21 + x22 − 1 = [−ε, ε]

x1 − x22 = 0

)
.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ X(0) = [0, 1]× [0, 1].

Íà ðèñóíêå 27 ïîëóïðîçðà÷íîé çàëèâêîé ïîêàçàíà îáëàñòü ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ, æèðíîé ðàìêîé � ïåðâîå ïðèáëèæåíèå, òîíêèìè ðàìêàìè � èòåðàöèè. Ðåøå-
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Ðèñ. 27: Ìåòîä Êðàâ÷èêà � ïåðåñå÷åíèå ïàðàáîëû è ¾øèðîêîé¿ îêðóæíîñòè. Òîí-
êèìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ.

íèå ñõîäèòñÿ ê èíòåðâàëüíîé âåëè÷èíå xfin = (x1, x2) = [0.569, 0.667]× [0.755, 0.817].
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Â âûðàæåíèè 28 äëÿ îïåðàòîðà Êðàâ÷èêà òðåòèé ÷ëåí (I−Λ ·L) ·(x?−x)→ 0, à âòî-
ðîå ñëàãàåìîå Λ · F (x) � èíòåðâàëüíî è åãî ðàäèóñ îïðåäåëÿåò ðàçìåð ôèíàëüíîãî
ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ.

. �
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8 Çàêëþ÷åíèå

Ìû ðàññìîòðåëè îñíîâû òåîðèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà è ïðîèëëþñòðèðîâàëè íà
ïðîñòûõ ïðèìåðàõ îñîáåííîñòè îáúåêòîâ ýòîãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè.

Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ïîñîáèÿ áóäóò ðàññìîòðåíû áîëåå ñëîæíûå êîíêðåòíûå ïðè-
ìåðû ïðèìåíèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà â çàäà÷àõ ìåõàíèêè, ðàñ÷å-
òà ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, îïòèêè, îáðàáîòêè ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé, ôèçèêè ïëàç-
ìû íà îñíîâå èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ ñòóäåíòàìè êàôåäðû ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà¿ ÈÏÌÌ ÑÏáÏÓ Ïåòðà Âåëèêîãî â 2017-2018 ãîäàõ è àñïèðàíòàìè ÔÒÈ èì.
À.Ô.Èîôôå.
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