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Введение 
 Тренировка проведения операций – важный аспект 

обучения будущих хирургов 

 Работа с простейшими муляжами не позволяет 
оценить реальную картину в операционной 

 По юридическим, финансовым и организационным 
причинам практически все виварии закрыты 

 Виртуальные технологии – отличная альтернатива! 

 Главные компоненты тренажера хирурга: 

 реалистичная физическая модель органа человека 

 визуализация  

 тактильная отдача на специальном манипуляторе 

 Перечисленные компоненты должны работать в 
реальном времени 

 Современные подходы требуют мощных 
компьютеров и специальных стендов 
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Постановка задачи 
 Разработка модели симуляции объемных мягких тел в рамках тренажера 

открытой хирургии 
 симуляция должна происходить в реальном времени: не менее 30 кадров в секунду для 

модели органа, содержащей порядка 10 − 20 тыс. треугольников на современных 
персональных компьютерах 

 требуемое время обработки одного шага физической симуляции не более 25 мс 

 Реализация основных типов хирургического воздействия: 

 разрезание 

 зашивание 
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Обзор существующих методов: симуляция 
поведения мягкого тела 

 Масс-пружинные модели 

+ Хорошо подходят для симуляции в реальном времени 

+ Могут быть реализованы с применением GPU 

− Трудно подобрать параметры для физически реалистичной симуляции 

− Устойчивость и производительность сильно зависит от вычислительной схемы 

 Метод конечных элементов 

+ Наиболее точный с физической точки зрения метод 

+ Могут быть реализованы с применением GPU 

− Высокая вычислительная сложность, которая не подходит для симуляции в 
реальном времени, даже в случае распараллеливания на GPU 

− В зависимости от типа элементов могут потребоваться дополнительных действия 
для восстановления формы поверхности мягкого тела при визуализации 
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Обзор существующих методов: разрезы 
мягкого тела 

5 

 Удаление элементов (а) 
+ не порождает вырожденных элементов 
− острые грани разрезов 

 Разделение по существующим граням элементов (б) 
+ не порождает вырожденных элементов 

− острые грани разрезов 

 Создание элементов-дубликатов (в) 
+ компромисс между аккуратностью разрезов и устойчивостью 
вычислительной схемы 

− сильно повышают геометрическую сложность 

 Привязка вершин (г) 
+ позволяют получить гладкие края разрезов 
− порождают вырожденные элементы 

 Подразбиение элементов (д) 
+ позволяют получить гладкие края разрезов 

− порождают вырожденные элементы 

 Комбинация подразбиения элементов и привязки вершин (е) 
+ высокое качество краев разреза 

− порождают вырожденные элементы 

 

а) 

б) 

в) 

г) 

д) 

е) 



Используемый подход 
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 Масс-пружинная модель мягкого тела 

 Вычислительная схема: Динамика на основе 
перемещений (Position-based dynamics) 

 Разрез выполняется путем подразбиения элементов с 
привязкой вершин 



Формальная модель мягкого тела 
Введем определение мягкого тела 𝑆3𝐷: 

𝑆3𝐷 =  𝑂, 𝐹, 𝑉, 𝐶  

 𝑂 – объект, заданный множеством точек 𝑃 и следующими  
множествами, в зависимости от представления:  множеством ребер 𝐸, 
множеством треугольников 𝑇𝑟𝑖 и множеством тетраэдров 𝑇𝑒𝑡 
 𝑃 = {𝑝𝑖|𝑖 = 0, … , 𝑛 − 1}, где 𝑝𝑖 = 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖 ∈ 𝑅3 

 𝐸 = {𝑝𝑖𝑝𝑗|𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 ∈ 𝑃} 

 𝑇𝑟𝑖 = 𝑝𝑖𝑝𝑗𝑝𝑘 𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑘 ∈ 𝑃  

 𝑇𝑒𝑡 = {𝑝𝑖𝑝𝑗𝑝𝑘𝑝𝑙|𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑘 , 𝑝𝑙 ∈ 𝑃} 

 𝐹 – множество сил, действующих на каждую точку мягкого тела: 
𝐹 = 𝐹𝑖 𝑖 = 0,… , 𝑛 − 1  

 𝑉 – множество, содержащее скорости каждой точки мягкого тела: 
𝑉 = {𝑉𝑖|𝑖 = 0,… , 𝑛 − 1} 

 𝐶 – множество ограничений, накладываемых на деформации мягкого 
тела 
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Расчетная модель 

 Исходные данные: полигональная 
модель мягкого тела 

 Для представления объемной 
структуры мягкого тела по точкам 
поверхности строится его 
тетраэдральная модель 

 На построенной тетраэдральной 
модели задается масс-пружинная 
модель, используемая для симуляции 

 «Массы» сосредоточены в вершинах 
тетраэдров, «пружины» задают 
ограничения на перемещение вершин 
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Динамика на основе перемещений 
 Вычисление сил и ускорений опускается 

 Аппроксимация внутренних сил при помощи ограничений на перемещение 
узлов 

 Итерационный метод Гаусса-Зейделя для проецирования ограничений 

 Устойчивость вычислительной схемы относительно временного шага 

 Масс-пружинная модель состоит из 𝑁 узлов и 𝑀 ограничений на их 
перемещение 

 Узел 𝑝𝑖 , 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 описывается тройкой 𝑚𝑖 , 𝑥𝑖 , 𝑣𝑖 : 

 𝑚𝑖 – масса, приходящая на 𝑖 – й узел модели 

 𝑥𝑖 – позиция 𝑖 – го узла модели 

 𝑣𝑖  – скорость 𝑖 – го узла модели 

 Ограничение 𝑐𝑗 , 0 ≤ 𝑗 < 𝑀 задается пятеркой 𝑛𝑗 , 𝐶ℎ𝑗 , 𝐼, 𝑘𝑗 , 𝑇 : 
 𝑛𝑗  – мощность 𝑗 – го ограничения – число узлов, на которое оно наложено 

 𝐶ℎ𝑗: 𝑹
3𝑛𝑗 → 𝑹 – характеристическая функция 𝑗 – го ограничения 

 𝐼 = 𝑖1, … , 𝑖𝑛𝑗
, 𝑖𝑘 ∈ [1, … ,𝑁] – индексы узлов, на которые накладывается 

ограничение с индексом 𝑗 

 𝑘𝑗 ∈ [0, 1] – жесткость 𝑗 – го ограничения 

 𝑇 – тип ограничения: одностороннее или двустороннее 
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Алгоритм расчета 
1  𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…𝑁 𝐝𝐨 

2       𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝒊
← 𝐱𝑖 ← 𝐱𝑖

0, 𝐯𝑖 ← 𝐯𝑖
0, w𝑖 ←

 1

𝑚𝒊
  { Инициализация } 

3  𝐞𝐧𝐝 𝐟𝐨𝐫 
4  𝐰𝐡𝐢𝐥𝐞 𝐭𝐫𝐮𝐞 

5      𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…𝑁 𝐝𝐨 𝐯𝑖        ←  𝐯𝑖 + ∆𝑡𝑤𝑖𝐟ext 𝐱𝑖   { Учет внешних сил } 

6      𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…𝑁 𝐝𝐨 𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝒊
← 𝐱𝑖 + ∆𝑡𝐯𝑖  { Расчет приближенных позиций } 

7      𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…𝑁 𝐝𝐨 generateCollisionConstraints 𝐱𝑖 , 𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝒊
 { Учет столкновений } 

8      𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…K 𝐝𝐨 

9         projectConstraints(С1, … , С𝑀+𝑀𝑐𝑜𝑙𝑙
, 𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝟏

, … , 𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝑵
) { Проецирование ограничений } 

10    𝐞𝐧𝐝 𝐟𝐨𝐫 
11    𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…𝑁 𝐝𝐨 
12           𝐯𝑖 ← (𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝒊

− 𝐱𝑖)/∆𝑡 

13           𝐱𝑖 ← 𝐱𝐬𝐭𝐞𝐩𝒊
 { Новые позиции узлов } 

14     𝐞𝐧𝐝 𝐟𝐨𝐫 
15  𝐞𝐧𝐝 𝐰𝐡𝐢𝐥𝐞 
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Аппроксимация внутренних сил 

 Используются ограничения на перемещения узлов 

 На каждом шаге симуляции производится проецирование 
ограничений: 
 Ищем вектор коррекции ∆𝑝𝑗 , при котором выполняется 𝑗-е 

ограничение с характеристической функцией 𝐶ℎ𝑗(𝑝), т.е. решаем 
уравнение 𝐶ℎ𝑗 𝑝 + ∆𝑝 = 0 

 Двусторонние ограничения всегда проецируются 

 Односторонние ограничения проецируются только если 
𝐶ℎ𝑗 𝑥𝑖1 , … , 𝑥𝑖𝑛 < 0 

 Проецирование ограничений выполняется 𝐾 итераций 

 Вклад жесткости ограничения становится нелинейным 
 Используется модифицированная величина жесткости: 

𝑘′ = 1 − (1 − 𝑘)𝐾 
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Ограничения на растяжение 

 Характеристическая функция: 
𝐶ℎ 𝑝1, 𝑝2 = 𝑝1 − 𝑝2 − 𝑑 

 Формулы для векторов коррекций: 

 

∆𝑝1 = −
𝑤1

𝑤1 + 𝑤2
𝑝1 − 𝑝2 − 𝑑

𝑝1 − 𝑝2

𝑝1 − 𝑝2
 𝑘′ 

∆𝑝2 = +
𝑤2

𝑤1 + 𝑤2
𝑝1 − 𝑝2 − 𝑑

𝑝1 − 𝑝2

|𝑝1 − 𝑝2|
𝑘′ 

12 



Сохранение объема 
 Играет важную роль в симуляции объемных мягких тел 

 Ограничения для сохранения объема задаются на тетраэдрах 

 Новый способ, сокращающий число математических операций 

 Характеристическая функция 
𝐶ℎ 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑠 = 𝑠 − 𝑐 − ℎ0 

 ℎ0 – начальное расстояние от вершины 𝑠 до центроида тетраэдра 𝑐 

 Формулы для векторов коррекций: 

∆𝑝1 =
3𝑤𝑝1

𝑊
(𝑠 − 𝑐)(1 −

ℎ0

|𝑠 − 𝑐|
)𝑘′ 

∆𝑝2 =
3𝑤𝑝2

𝑊
(𝑠 − 𝑐)(1 −

ℎ0

|𝑠 − 𝑐|
)𝑘′ 

∆𝑝3 =
3𝑤𝑝3

𝑊
(𝑠 − 𝑐)(1 −

ℎ0

|𝑠 − 𝑐|
)𝑘′ 

∆𝑠 = −
9𝑤𝑠

𝑊
(𝑠 − 𝑐)(1 −

ℎ0

|𝑠 − 𝑐|
)𝑘′ 

𝑊 = 𝑤𝑝1
+ 𝑤𝑝2

+ 𝑤𝑝3
+ 𝑤𝑠 
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Разрезание мягкого тела 
 Применена комбинация методов подразбиения элементов и 

привязки вершин 

 Пересеченные скальпелем треугольники поверхности мягкого 
тела разделяются на два типа: граничные треугольники (1) и 
треугольники, находящиеся на пути разреза (2) 

 (1) разбиваются на четыре новых треугольника, после чего 
формируется внутренность разреза 

 (2) разбиваются на три новых треугольника, на основе которых 
формируется внутренность разреза 

 Физическая модель обновляется на основе новых 
сформированных элементов 
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Зашивание мягкого тела 

 Не требует обновления геометрии мягкого тела 

 Ищется контакт иголки и пары треугольников поверхности 

 Если контакт найден и между узлами масс-пружинной модели в 
вершинах этих треугольников нет связи, она создается 

 После этого узлы масс-пружиной модели двигаются 
синхронно 
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Производительность 

 Замеры производились на модели мягкого тела состоявшей из:  
 104 треугольников в исходной полигональной модели 

 4 × 104 тетраэдров в объемном представлении 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Симуляция производилась на CPU, визуализация реализована с 
помощью DirectX 10 
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Характеристики PC Время обработки одного 
шага симуляции  

Число кадров в секунду 

Intel Core i7-4820K 3.7GHz, 

16Gb RAM, NVidia GTX 780 Ti 

10 мс 83 

   Intel Core i7-3517U 2.4 GHz, 
10 Gb RAM, NVidia GT 620M 

18 мс 38 

    Intel Core i3-2350M 2.3 GHz, 4 
Gb RAM, NVidia GT 610M  

20 мс 34 



Кадры из демонстрационного приложения 
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Деформация модели аппендикса Отрезание червеобразного отростка  
слепой кишки 



Заключение 
 Представлен современный подход к симуляции мягких тел на основе 

масс-пружинной модели 

 Впервые применен подход динамики на основе перемещений в сфере 
тренажеров хирурга и в его контексте реализованы операции 
разрезания и зашивания 

 Предложен новый подход к заданию ограничения для сохранения 
объема мягкого тела 

 Производительность представленного подхода более, чем в 6 раз 
превышает производительность самого современного 
опубликованного подхода на основе метода конечных элементов 

 Разработан прототип тренажера открытой хирургии, который был 
представлен на инновационном форуме в Санкт-Петербурге и 
Всероссийском медицинском форуме в Москве, и получил отличные 
отзывы за реалистичность физической симуляции и графики 

 Представленный метод универсален и может быть использован, как в 
тренажерах открытой хирургии, так и в тренажерах минимально 
инвазивных хирургических подходов 

 Представленный метод не требует использования мощных 
компьютеров и специальных стендов  
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Спасибо за внимание! 



Силы и их параметры в формальной модели 
мягкого тела 

 Силы, действующие на 𝑖 – ю частицу мягкого тела в 
момент времени 𝑡 

 𝐹𝑏𝑖
𝑡  - внутренние силы сопротивления мягкого тела 

деформации 

 𝐹𝑓𝑖
𝑡  - силы текучести 

 𝐹𝑣𝑖
𝑡  - силы, направленные на сохранение исходного 

значения объема 

 𝐹𝑔𝑖
𝑡  - сила тяжести 

 Суммарная сила:  

𝐹𝑖
𝑡 = 𝛼𝐹𝑏𝑖

𝑡 + 𝛽𝐹𝑓𝑖
𝑡 + 𝛾𝐹𝑣𝑖

𝑡 + 𝛿𝐹𝑔𝑖
𝑡  

 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 контролируют вклад соответствующих сил 



Определение внутренних сил при помощи 
потенциальной энергии (1) 
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 Деформация мягкого тела ведет к изменению потенциальной 
энергии масс-пружинной модели 

 Потенциальная энергия вычисляется по формуле: 

𝐸 𝑝0, … , 𝑝𝑛−1 =
1

2
𝑘𝐶2 

 𝑘 – коэффициент жесткости 
 𝐶 – множество ограничений на перемещение узлов масс-

пружинной модели 
 𝑝𝑖 - узлы масс-пружинной модели 

 Для повышения стабильности симуляции вводится 
демпфирующая сила: 

𝐹𝑑 𝑝0, … , 𝑝𝑛−1, 𝑣0, … , 𝑣𝑛−1 = 𝑘𝑑  
𝛿𝐶

𝛿𝑝𝑗
𝑣𝑗

𝑡

0≤𝑗≤𝑛

 

 𝑘𝑑 - коэффициент демпфирования 
 𝑣𝑗 - скорость 𝑗 – го узла 

 



Определение внутренних сил при помощи 
потенциальной энергии (2) 
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 Исходя из определенных формул, сила  действующая на 𝑖 – й 
узел масс-пружинной модели: 

𝐹𝑖 𝑝0, … , 𝑝𝑛−1, 𝑣0, … , 𝑣𝑛−1 = −𝑘𝐶 − 𝑘𝑑  
𝛿𝐶

𝛿𝑝𝑗
𝑣𝑗0≤𝑗≤𝑛

𝛿𝐶

𝛿𝑝𝑖
 (*) 

 Изменение потенциальной энергии при изменении основных 
характеристик мягкого тела: длины рёбер (1), площадей 
треугольников (2) и объемов тетраэдров (3), выражается: 

 (1) 𝐸𝐷 𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 =
1

2
𝑘𝐷

𝑝𝑖−𝑝𝑗 −𝐷0

𝐷0

2

 

           (2) 𝐸𝐴 𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑘 =
1

2
𝑘𝐴

1

2
𝑝𝑗−𝑝𝑖 × 𝑝𝑘−𝑝𝑖 −𝐴0

𝐴0

2

 

           (3) 𝐸𝑣 𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑘 , 𝑝𝑙 =
𝑘𝑣

2

1

6
𝑝𝑗−𝑝𝑖 𝑝𝑘−𝑝𝑖 × 𝑝𝑙−𝑝𝑖 −𝑉0

 

𝑉0

2

 

 Исходя из указанных формул силы рассчитываются по формуле 
(*) 
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 𝑀 уравнений и 3𝑁 неизвестных 
 Уравнения в общем случае нелинейные: 

 Пример: 𝐶ℎ 𝑝1, 𝑝2 = 𝑝1 − 𝑝2
2 − 𝑑2 

 𝑝 = 𝑝1
𝑇 , … , 𝑝2

𝑇 𝑇 - вектор неизвестных позиций узлов 
 Не умаляя общности х.ф. 𝐶ℎ(𝑝) использует только те узлы,  

на которых она определена 
 Ограничения задаются как равенствами, так и 

неравенствами 
 Введем символ ≻, который будет означать = или ≥ в 

зависимости от уравнения 

 Таким образом система уравнений принимает вид: 
𝐶ℎ1(𝑝) ≻ 0 

… 
𝐶ℎ𝑀(𝑝) ≻ 0 

 



Проецирование ограничений: решение 
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 Первое приближение: текущая позиция узла 

 Каждая характеристическая функция линеаризуется в 
окрестности текущего приближенного решения: 

𝐶ℎ𝑗 𝑝 + ∆𝑝 = 𝐶ℎ𝑗 𝑝 + 𝛻𝑝𝐶ℎ𝑗 𝑝  ∙ ∆𝑝 + 𝑂 ∆𝑝 2 = 0 

 Получаем линейную систему относительно вектора 
коррекции позиции узлов ∆𝑝: 

𝛻𝑝𝐶ℎ1 𝑝 ∆𝑝 =  −𝐶ℎ1 𝑝  

… 

𝛻𝑝𝐶ℎ𝑀 𝑝 ∆𝑝 =  −𝐶ℎ𝑀 𝑝  

 𝛻𝑝𝐶ℎ𝑗 𝑝  и −𝐶ℎ𝑗 𝑝  - суть константы, т.к. вычисляются в точке 𝑝𝑗 
перед решением системы 

 На каждой итерации находим вектор коррекции, после чего            
𝑝 ← 𝑝 + ∆𝑝, вычисляем значения 𝛻𝑝𝐶ℎ𝑗 𝑝  и −𝐶ℎ𝑗 𝑝  и переходим к 
следующей итерации 



Проецирование ограничений: решение 
системы (2) 
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 Итерационный метод Гаусса-Зейделя 
 Характеристическая функция ограничения линеаризуется 

непосредственно перед нахождением решения 𝑗 – го уравнения 
системы 

 Проблема недоопределенности системы решается путем 
фиксации вектора коррекции ∆𝑝 в направлении 𝛻𝑝𝐶ℎ𝑗 𝑝  
 это обеспечивает сохранение линейного и вращательного момента 

 Необходимо найти 𝜆 , множитель Лагранжа, при котором 
∆𝑝 = 𝜆𝛻𝑝𝐶ℎ𝑗 𝑝  

    является решением уравнения  
𝐶ℎ𝑗 𝑝 + ∆𝑝 ≈ 𝐶ℎ𝑗 𝑝 + 𝛻𝑝𝐶ℎ𝑗 𝑝 ∙ ∆𝑝 = 0 

 Таким образом, формула вектора коррекции для одного узла: 

∆𝑝𝑖 = −𝑠𝑤𝑖𝛻𝑝𝑖
𝐶ℎ𝑗 𝑝 , 𝑠 =

𝐶ℎ𝑗(𝑝)

 𝑤𝑗 𝛻𝑝𝑗
𝐶ℎ𝑗 𝑝

2

𝑗
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 Моделирование процесса рассеивания энергии и повышение 
устойчивости симуляции 

1  𝐱𝑐𝑚 =
( 𝐱𝑖𝑚𝑖

𝑁
𝑖=1 )

 𝑚𝑖
𝑁
𝑖=1

  

2  𝐯𝑐𝑚 =
( 𝐯𝑖𝑚𝑖

𝑁
𝑖=1 )

 𝑚𝑖
𝑁
𝑖=1

  

3  𝐋 =  𝐫𝑖 × (𝑚𝑖𝐯𝑖)
𝑵

𝒊=𝟏
 

4  𝐈 =  𝐫 𝑖𝐫 𝑖
𝐓𝑚𝑖

𝑵

𝒊=𝟏
 

5  𝜔 = 𝐈−1𝐿 
6  𝐟𝐨𝐫 𝑖 = 1…𝑁 𝐝𝐨  
7      ∆𝐯𝑖 = 𝐯𝑐𝑚 + 𝜔 × 𝐫𝑖 − 𝐯𝑖 
8      𝐯𝑖 ← 𝐯𝑖 + 𝑘𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔∆𝐯𝑖 

9  𝐞𝐧𝐝𝐟𝐨𝐫 



Взаимодействие с объектами виртуальной сцены 

27 

 Взаимодействие с динамическими объектами 

 Динамические объекты: скальпель и иголка 

 Используем аппроксимации:  

 скальпель: треугольник и отрезок 

 иголка: отрезок 

 Поиск пересечения простейших примитивов 

 Взаимодействие со статическими объектами 

 Используем равномерную воксельную сетку для 
статического объекта 

 Для мягкого тела проверяем контакт в конкретных вокселях 

 



Иллюстрация процесса разреза 
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Линеаризация вклада жесткости 
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 После выполнения 𝐾 операция проецирования вклад 
жесткости будет: 

∆𝑝 1 − 𝑘 𝐾 

 Значение ошибки становится линейно зависимым от 
жесткости 𝑘: 

∆𝑝 1 − 𝑘′
𝐾

= ∆𝑝(1 − 𝑘) 



Старый метод задания ограничений на объем 
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 𝐶ℎ 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 =
1

6
𝑝2 − 𝑝1 × 𝑝3 − 𝑝1 ∙ 𝑝4 − 𝑝1 − 𝑉0 


