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Поставленные задачи 

• Построить модель распространения продольных волн в 
нелинейно-упругой оболочке 

• Привести систему уравнений модели к одному нелинейному 
уравнению в частных производных и найти его частное 
решение в виде уединенной волны 

• Сравнить полученное решение с экспериментальными 
результатами 

• Выполнить численное моделирование распространения 
нелинейных волн в оболочке 



Модель цилиндрической оболочки 

ℎ – толщина 
𝑅 – радиус срединной поверхности 

Тонкие оболочки: 
ℎ

𝑅
≪ 1  

−∞ < 𝑥 < ∞ 

𝑅 −
ℎ

2
≤ 𝑟 ≤ 𝑅 +

ℎ

2
 

0 ≤ 𝜙 ≤ 2𝜋 
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𝒆𝑥 , 𝒆𝑟 , 𝒆𝜙    –    цилиндрическая  

                система координат 
 𝑼 = (𝑈, 𝑉, 𝑊) – вектор смещения: 
   

            𝑈  – продольное смещение 

            𝑉  – поперечное смещение 

            𝑊 – кручение 𝑅 
𝑥 

𝑟 

𝑈 
𝑉 

𝜙 
𝑊 

ℎ 

срединная 
поверхность 

Предположения: 
  

1. Отсутствует кручение:    𝑊 ≡ 0 
2. Деформация – осесимметричная:  

𝜕𝑈

𝜕𝜙
 ≡ 0,    

𝜕𝑉

𝜕𝜙
 ≡ 0 



Вывод системы уравнений движения 

Тензор конечной деформации Коши-Грина: 

 𝑪 =  
1

2
𝛻𝑼 + 𝛻𝑼 𝑇 + 𝛻𝑼 ∙ 𝛻𝑼 𝑇 =

𝐶𝑥𝑥 𝐶𝑥𝑟 0
𝐶𝑥𝑟 𝐶𝑟𝑟 0
0 0 𝐶𝜙𝜙

 

 
  

Действие:   

 
  

Плотность лагранжиана:  
 

  

  

Плотность потенциальной энергии в модели Мурнагана: 
    

Π =
𝜆 + 2𝜇

2
𝐼1
2 − 2𝜇𝐼2 +

𝑙 + 2𝑚

3
𝐼1
3 − 2𝑚𝐼1𝐼2 + 𝑛𝐼3 + ⋯ 

 

 

инварианты  
тензора 𝑪 

физическая нелинейность 

𝜌 – плотность материала 
 

Модули упругости: 
   (𝜆, 𝜇) – 2-го порядка  
  (𝑙, m, n) – 3-го порядка  
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геометрическая нелинейность 

ℒ = 𝑇 − Π =
𝜌

2

𝜕𝑼

𝜕𝑡

2

− Π 𝐼1 𝑪 , 𝐼2 𝑪 , 𝐼3 𝑪  

𝑆 =   ℒ(𝑈, 𝑉, … , 𝑥, 𝑟, 𝑡)
Ω

𝑑Ω 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 



Модель обобщенного плоского напряженного 
состояния 

  

 

 

 

 

Модель обобщенного плоского напряженного состояния (ОПНС): 

   

𝑈 𝑥, 𝑟, 𝑡 = 𝑈0(𝑥, 𝑡)

𝑉 𝑥, 𝑟, 𝑡 = −
𝜈

1−𝜈
𝑟 − 𝑅 𝑈0𝑥

  

  

У точек срединной поверхности (𝑟 = R) нет поперечного смещения: 
  

 𝑉 𝑥, 𝑅, 𝑡 = 𝑉0 𝑥, 𝑡 ≡ 0                    отсутствует изгиб оболочки 

 

 гипотеза плоских сечений 

ОПНС 
𝜈 – коэффициент       

Пуассона 
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Принцип Гамильтона (𝛿𝑆 = 0) 
приводит к системе из двух 
нелинейных уравнений для 𝑈 и 𝑉  

для исследования объемных 
продольных волн необходимо 
свести задачу к одному 
неизвестному – 𝑈 



Уравнение с двумя дисперсиями 

ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → уравнение с двумя дисперсиями (УДД) 

для линейной компоненты продольной деформации 𝑢 = 𝑈0𝑥: 

 

𝑢𝑡𝑡 − 𝛼2 𝑢𝑥𝑥 = 𝛽𝑢2 +
𝜈2ℎ2

12 1 − 𝜈 2
(𝑢𝑡𝑡 −

𝜇

𝜌
𝑢𝑥𝑥)

𝑥𝑥

 

 
  

𝛼 = 𝛼 𝐸, 𝜈, 𝜌, 𝑅, ℎ , 𝛽 = 𝛽 𝐸, 𝜈, 𝑚, 𝑙, 𝑛, 𝜌, 𝑅, ℎ   

 

Однопараметрическое решение в виде двух бегущих уединенных волн: 

𝑢 𝑥, 𝑡 =
3(𝑉2 − 𝛼2)

2𝛽
cosh−2

1 − 𝜈

𝜈ℎ

3 𝑉2 − 𝛼2

𝑉2 − 𝜇 𝜌  
(𝑥 ± 𝑉𝑡)  

𝑉 – скорость волны,  A =
3(𝑉2−𝛼2)

2𝛽
 – амплитуда 

 

 

𝐸 – модуль Юнга 
𝜇 – модуль сдвига 
𝜈 – коэффициент 

Пуассона 

дисперсионные члены 

коэффициент нелинейности 
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фазовая переменная 



Граничные условия 

Тензор напряжений Пиолы-Кирхгофа:  𝑃 =
𝜕Π

𝜕𝑪
∙ (𝑬 + 𝛻𝑼)  

 

 

 

 

 
 

Пусть 𝑧 = 𝑟 − 𝑅,   −
ℎ

2
≤ 𝑧 ≤

ℎ

2
 

Асимптотические разложения компонент тензора напряжений Коши в линейной 
теории тонких упругих оболочек [1], [2]: 

   𝜎𝑟𝑟 = 𝐴1 + 𝐴2𝑧 + 𝐴3 𝑧2 −
ℎ2

4
+ ⋯ 

𝜎𝑟𝑥 = 𝐵1 + 𝐵2𝑧 + 𝐵3 𝑧2 −
ℎ2

4
+ ⋯ 
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𝑃𝑟𝑟 = 𝜆 + 2𝜇 𝑉𝑟 + 𝜆
𝑉

𝑟
+ 𝜆𝑈𝑥 + ⋯ 

 𝑃𝑟𝑥 = 𝜇𝑉𝑥 + 𝜇𝑈𝑟 + ⋯ 
   

 Граничные условия: 

𝑟 = 𝑅 ±
ℎ

2
 → 𝑃𝑟𝑟 = 0, 𝑃𝑟𝑥 = 0 

Для модели ОПНС: 

𝑃𝑟𝑥 
𝑟=𝑅 ± 

ℎ
2

𝑃𝑟𝑟 
𝑟=𝑅 ± 

ℎ
2

= 𝑂(ℎ) 

` 

равны нулю, если поверхности 

𝑧 = ±
ℎ

2
 свободны 

[1] В. В. Новожилов, Р. М. Финкельштейн (1941) 
[2] E.H. Kennard (1953)  

ℎ ≪ 1 

` 



Асимптотические разложения для смещений 
Асимптотические разложения компонент смещения: 
  

𝑈 𝑥, 𝑧, 𝑡 = 𝑈0 𝑥, 𝑡 + 
𝜈

(1 − 𝜈)

𝑧2

2
𝑈0𝑥𝑥 +

𝜈

1 − 𝜈 2
2 − 𝜈

𝑧3

6
−

𝑧ℎ2

4

𝑈0𝑥𝑥

𝑅
+ ⋯ 

  
  

  

𝑉 𝑥, 𝑧, 𝑡 = −
𝜈

1 − 𝜈
𝑧 𝑈0𝑥 +

𝜈2

1 − 𝜈 2

𝑧2

2

𝑈0𝑥

𝑅
+ 

  

+
𝜈

1 − 𝜈 3
 (1 − 2𝜈)

𝑧ℎ2

4
1 − 𝜈

𝑈0𝑥

𝑅2
+

1

2
𝑈0𝑥𝑥𝑥 − 

  

−
𝑧3

6
3𝜈2 − 4𝜈 + 2

𝑈0𝑥

𝑅2
− 𝜈2 + 𝜈 − 1 𝑈0𝑥𝑥𝑥  + ⋯ 

 

Компоненты тензора напряжений на  

поверхности оболочки: 
 

𝑃𝑟𝑥 
𝑟=𝑅 ± 

ℎ
2

𝑃𝑟𝑟 
𝑟=𝑅 ± 

ℎ
2

= 𝑂 ℎ3  

Подтверждают модель ОПНС в первом порядке!  
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Уточненное уравнение с двумя дисперсиями 

ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → уточненное УДД для 𝑢 = 𝑈0𝑥: 
    

𝑢𝑡𝑡 − 𝛼2 𝑢𝑥𝑥 = 𝛽𝑢2 + 𝑎 𝑢𝑡𝑡 + 𝑏𝑢𝑥𝑥 𝑥𝑥 

Солитонное решение: 

𝑢 𝑥, 𝑡 =
3(𝑉2 − 𝛼2)

2𝛽
cosh−2

𝑉2 − 𝛼2

4 𝑎𝑉2 + 𝑏
(𝑥 ± 𝑉𝑡)  

𝑉 – скорость волны  

𝐴 =
3(𝑉2−𝛼2)

2𝛽
 – амплитуда 

Ограничения: 

1.
𝑐2

1−𝜈2 < 𝑉2 <
𝑐2

1−2𝜈 1+𝜈
 

 

2.    𝛽 < 0 → 𝐴 < 0 – сжатие  

        𝛽 > 0 → 𝐴 > 0 – растяжение 

𝑐2 = 𝐸
𝜌  

𝛼2 = 𝑐2
1

1 − 𝜈2
+

𝜈2

12 1 − 𝜈 3

ℎ2

𝑅2
 

𝛽 = 𝛽0 𝐸, 𝜈, 𝑚, 𝑙, 𝑛, 𝜌

+ 𝛽1 𝐸, 𝜈, 𝑚, 𝑙, 𝑛, 𝜌
ℎ2

𝑅2
 

𝑎 = −
𝜈 1 − 2𝜈

12 1 − 𝜈 2
ℎ2 

𝑏 =
𝜈𝑐2

12 1 − 𝜈 2 1 + 𝜈
ℎ2 
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Обработка экспериментальных результатов 
  

 

 
 

 

 

Интерферограмма объемного солитона деформации 
в полом коробе из ПММА:   

𝒉, м 3 ∙ 10−3 

𝑹, м 3 ∙ 10−3 

𝝆, кг/м3 1160 

𝑬, Н/м2 4.92 ∙ 109 

𝒄 = 𝑬 𝝆 , м/с 2059.46 

𝝂 0.34 

𝒍, Н/м2 −10.93 ∙ 109 

𝒎, Н/м2 −7.73 ∙ 109 

𝒏, Н/м2 −1.41 ∙ 109 

max 𝑼𝒙 1.5 ∙ 10−4 

L, м 3.3 ∙ 10−2 

𝑽, м/с 2190 

горизонтальная 

Короб вертикальная 

Воздух 

Стенки 
короба: 
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Воздух 

горизонтальная 

∆𝐾 – сдвиг полосы, 𝐿 – длина волны 



Введение масштабов 

Масштабы длины: 

U  – продольное смещение:           𝑈  = 𝑈 U                             

𝑉  – поперечное смещение:           𝑉  = 𝑉 𝑉   

𝐿 – длина волны:                             𝑥  = 𝑥 𝐿  

𝑅0 – радиус срединной пов-ти:    𝑅  = 𝑅 𝑅0  

𝐻 – толщина оболочки:                  ℎ  = ℎ 𝐻  
  

Соотношения между масштабами: 

Тонкие оболочки:                            𝐻 𝑅0 = 𝛿 ≪ 1 

Длинные волны:                              U 𝐿 = 𝜖 ≪ 1   

Малая поперечная деформация:   𝑉 𝐻 = − 𝜈 1 − 𝜈 U 𝐿 ~𝜖 ≪ 1 

Малая, но конечная дисперсия:    𝑅0 𝐿 ~1,  𝐻 𝐿 ~𝛿 ≪ 1 

Малое продольное смещение:      U 𝐻 ~ 𝜖 𝛿 ≪ 1  →  𝜖 ≪ 𝛿, e.g. 𝜖 ~ 𝛿2 

 

По результатам эксперимента: 

 

 

 

 

 

𝜖 ~ 10−4 
11 

Масштаб времени: 
 
T :    t  = 𝑡 𝑇  
 
Волновое движение:      
 𝑐𝑇 = 𝐿 



Геометрически неоднородные оболочки 

УДД в безразмерном виде (ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡): 
  

𝑢𝑡𝑡 − 𝛼0 + 𝛼1𝜖 𝑢𝑥𝑥 = 𝜖 𝛽0 𝑢2
𝑥𝑥 + 𝑎𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑏𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥  

  

 

После преобразований: 
   

 

𝑣𝜏𝜏 − 𝛼0𝑣𝜉𝜉 = 𝛽0 𝑣2
𝜉𝜉 + 𝑎𝑣𝜉𝜉𝜏𝜏 + 𝑏𝑣𝜉𝜉𝜉𝜉   

     

 

Если оболочка геометрически неоднородна: 

𝑅 = 𝑅(𝜉), ℎ = ℎ 𝜉   

 

            𝑣𝜏𝜏 − 𝛼0𝑣𝜉𝜉 = 𝛽0 𝑣2
𝜉𝜉 + 𝑎ℎ2𝑣𝜉𝜉𝜏𝜏 + 𝑏ℎ2𝑣𝜉𝜉𝜉𝜉 +  

  

 + 𝛼0

𝑅𝜉
′

𝑅
+

ℎ𝜉
′

ℎ
𝑣𝜉 + 𝛽0

𝑅𝜉
′

𝑅
+

ℎ𝜉
′

ℎ
𝑣2

𝜉 + 𝑎
𝑅𝜉

′

𝑅
ℎ2 + 5ℎℎ𝜉

′ 𝑣𝜉𝜏𝜏 + 𝑏 2
𝑅𝜉

′

𝑅
ℎ2 + 8ℎℎ𝜉

′ 𝑣𝜉𝜉𝜉  

   

𝛼0 = 1
1−𝜈2;    𝛼1 = 𝜈2

12 1−𝜈 3 

𝛽0 = 𝛽0(𝐸, 𝜈, 𝑚, 𝑙, 𝑛) 

𝑎 = −
𝜈 1−2𝜈
12 1−𝜈 2 

𝑏 = 𝜈
12 1−𝜈 2 1+𝜈

 

12 
“диссипативные” коэффициенты зависят от ℎ(𝜉) и ℎ𝜉

′ , 𝑅(𝜉) и 𝑅𝜉
′    

дисперсионные коэффициенты зависят от ℎ(𝜉)  

𝜉 = 𝑥 𝜖 , 𝜏 = 𝑡 𝜖  
𝑣 𝜉, 𝜏 = 𝜖 𝑢(𝑥 𝜖 , 𝑡 𝜖 ) 



𝑣𝜏𝜏 − 𝛼0𝑣𝜉𝜉 = 𝛽0 𝑣2
𝜉𝜉 + 𝑎𝑣𝜉𝜉𝜏𝜏 + 𝑏𝑣𝜉𝜉𝜉𝜉  

 
 

Использовалась консервативная конечно-разностная схема [3],[4] 
   

Дисперсионный анализ линеаризованного уравнения: 

                                           𝑣 ~ 𝑒𝑖(𝑘𝜉−𝑤𝜏) 

𝑤 𝑘 = ±𝑘
𝛼0−𝑏 𝑘2

1− 𝑎 𝑘2  → неустойчивость для коротких волн 𝑘 ≫ 1  
  

Предложения: 

1.    𝑣𝑥𝑥 =
𝑏

𝛼0
𝑣𝑡𝑡 + 𝑂 𝜖  

 𝑣𝜏𝜏 − 𝛼0𝑣𝜉𝜉 = 𝛽0 𝑣2
𝜉𝜉 + 𝑎 + 𝑏

𝛼0
𝑣𝜉𝜉𝜏𝜏 

   𝑎 +
𝑏

𝛼0
> 0   →  численная схема устойчива 

2. УДД в рамках модели ОПНС численно устойчиво 
  
[3] C. I. Christov (1996)    

[4] N. Kolkovska and M. Dimova (2011) 

Численное моделирование 

Уравнения Буссинеска: 
1. (bad)   𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 
2. (good) 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 
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𝑎 < 0, 𝑏 > 0 



Монотонное уменьшение толщины ℎ  

𝑅 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ℎ = ℎ(𝜉) 

14 

ℎ = 1.0 ℎ = 0.5 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝑉 

плато 

цуг 

«эталон» 



Монотонное уменьшение радиуса 𝑅 
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ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅 = 𝑅(𝜉) 

𝑅 = 1.0 𝑅 = 0.5 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝑉 



Локальное уменьшение толщины ℎ  
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𝑅 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ℎ = ℎ(𝜉) 

ℎ = 1.0 ℎ = 1.0 ℎ = 0.5 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝑉 

полож. плато 

отриц. плато 

вторичн. сол. 



Локальное уменьшение радиуса 𝑅 
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ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅 = 𝑅(𝜉) 

𝑅 = 1.0 𝑅 = 1.0 𝑅 = 0.5 

𝑉 
−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 



Полученные результаты 

• Построена уточненная модель для описания продольных волн в 
нелинейно-упругой тонкой цилиндрической оболочке 

• В рамках модели выведено нелинейное уравнение для 
продольной деформации в виде уравнения с двумя 
дисперсиями (УДД) и найдено его солитонное решение 

• Получены оценки амплитуды и скорости объемного солитона 
деформации в физическом эксперименте  

• Выполнено численное моделирование эволюции объемного 
солитона деформации в геометрически неоднородной оболочке 

 

18 

Публикации: 
1. Shvarts A.G, Samsonov A.M., Semenova I.V., Dreiden G.V. Longitudinal Strain Solitons in Cylindrical Shells. 
"Days on Diffraction 2014" , Annual Intern. Conference, Abstract Book, Proceedings  DD-2014 (in press). 
2.  Samsonov A.M., Semenova I.V., Shvarts A.G, Dreiden G.V. Longitudinal strain solitary waves in thin-walled shells,  
"Complexity of Nonlinear Waves",   IUTAM symposium 2014,  Tallinn, Estonia, 8-12 September, 2014  (in press). 



19 



Задача Коши 
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• ℎ − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑅 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡: 
𝑣𝜏𝜏 − 𝛼0𝑣𝜉𝜉 = 𝛽0 𝑣2

𝜉𝜉 + 𝑎𝑣𝜉𝜉𝜏𝜏 + 𝑏𝑣𝜉𝜉𝜉𝜉 

• ℎ = ℎ 𝜉 , 𝑅 = 𝑅 𝜉 : 
𝑣𝜏𝜏 − 𝛼0𝑣𝜉𝜉 = 𝛽0 𝑣2

𝜉𝜉 + 𝑎ℎ2𝑣𝜉𝜉𝜏𝜏 + 𝑏ℎ2𝑣𝜉𝜉𝜉𝜉 + 

+𝛼0

𝑅𝜉
′

𝑅
+

ℎ𝜉
′

ℎ
𝑣𝜉 + 𝛽0

𝑅𝜉
′

𝑅
+

ℎ𝜉
′

ℎ
𝑣2

𝜉 + 𝑎
𝑅𝜉

′

𝑅
ℎ2 + 5ℎℎ𝜉

′ 𝑣𝜉𝜏𝜏 + 𝑏 2
𝑅𝜉

′

𝑅
ℎ2 + 8ℎℎ𝜉

′ 𝑣𝜉𝜉𝜉  

  

−∞ < 𝜉 < ∞, 0 < 𝜏 ≤ 𝑇 

𝑣 𝜉, 0 = 𝑣0 𝜉 ,
𝜕𝑣

𝜕𝜏
𝜉, 0 = 𝑣1 𝜉 ;     

𝜕𝑘𝑣

𝜕𝜏𝑘
𝜉, 𝜏 → 0, 𝑘 = 0,1,2, … , 𝜉 → ∞ 

  

𝑣 𝜉, 𝜏, 𝐴 = 𝐴 cosh−2
𝐴𝛽0

6(𝑎𝛼0 + 𝑏 + 2 3 𝐴𝛽0𝑎
𝜉 ± 𝜏 𝛼0 +

2

3
𝐴𝛽0  

  

𝑣0 𝜉 = 𝑣 𝜉 − 𝜉1, 0, 𝐴 , 𝑣0 𝜉 =
𝜕𝑣 

𝜕𝑡
𝜉 − 𝜉1, 0, 𝐴  



Формирование цуга из трех солитонов из 
массивного прямоугольного импульса 
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−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 



Встречное столкновение солитонов 
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−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

−𝑣 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝜉 

𝑉1 𝑉2 𝑉2 > 𝑉1 

𝑉2 > 𝑉1 
𝑉1 𝑉2 


