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Описание проблемы
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• Известно, что гены определяют структуру белков, из которых
состоят живые организмы и содержат программу развития
организма.

• В каждый момент времени любая клетка использует лишь
часть своих генов для синтеза определенных продуктов.

• Рассматриваемая проблема: регулирование экспрессии 

генов. В каждый момент времени часть генов находится в 

рабочем состоянии, часть – в нерабочем.



Описание проблемы
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J. Jaeger, M. Blagov, D. Kosman et al, Genetics 167: 1721–1737 (2004)

Будущие части тела –

повторяющиеся сегменты 

в эмбрионе.

Концентрации белков -

функции расстояния вдоль 

A-P(передней-задней) оси 

эмбриона.

Простейшая аппроксимация 

для описания диффузии

Геометрия 

пространственной 

области сохраняется.

anterior posterior

anterior posterior



Описание проблемы
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Материнский 

фактор – белок Bcd.

Исследуются границы 

паттернов экспрессии 

генов.

Изменение концентрации 

экспрессирующегося

белка – функция от одной 

пространственной 

переменной.
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Описание проблемы
Смещение областей экспрессии генов мишеней при 

изменении количества копий гена bcd.

Feng Liu, Alexander H. Morrison, and Thomas Gregor (2013)PNAS, 110 (17): 6724–67294

Новые данные, для которых впервые проводится попытка 

моделирования.



Математическая модель
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 Производство белков генами:

 Диффузия белков в пространстве:

 Распад белков:

 Итоговое уравнение:

𝑣𝑑𝑒𝑐
𝛼 = 𝜆𝛼u𝛼

𝑗𝛼 = −𝐷𝛼
𝜕𝑢𝛼

𝜕𝑥

 𝑣𝑟
𝛼 = 𝑆𝛼(𝑢, 𝑥, 𝑡

𝑆𝛼 𝑢, 𝑥, 𝑡 = 𝑅𝛼g( 𝑏=1
𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸
𝑎𝑐

𝑢𝑐 + ℎ𝑎)

𝑑𝑢𝑖
𝛼

𝑑𝑡
= 𝑅𝛼𝑔  𝑏=1

𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑖
𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸𝑎𝑐𝑢𝑐 + ℎ𝑎 − 𝜆𝛼𝑢𝑖
𝑎 𝑡 +

+𝐷𝛼 𝑛 [ (𝑢𝑖−1
𝛼 𝑡 − 𝑢𝑖

𝛼 𝑡  + (𝑢𝑖+1
𝛼 (t)-𝑢𝑖

𝛼(𝑡  ]

𝑢𝑖
𝛼(0) ≥ 0

𝛼 = 1÷N, i = 1÷M (n),

n — номер цикла клеточного деления, 

M(n) — общее число ядер в n-м цикле, 

(2)

(1)

(3)

(4)

(J. Reinitz, D.H. Sharp. Mechanisms of Development 49 (1995) 133-158)



6

Математическая модель

 активация гена А геном B:

 репрессия гена А геном B:

 отсутствие регуляции

𝑢𝑏 → 𝑢𝑎

𝑢𝑏 ⊣ 𝑢𝑎

𝑔 𝑢 =
1

2
(1 +

𝑢

1 + 𝑢2
 

Пример генной сети из четырех генов

(1)

• Гены-гэп:

hb, gt, Kr, kni.

• Материнский фактор:

ген bcd.

• Внешние факторы:

ген tll, ген cad.

𝑆𝛼 𝑢, 𝑥, 𝑡 = 𝑅𝛼g( 𝑏=1
𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸
𝑎𝑐

𝑢𝑐 + ℎ𝑎)



7

Решение обратной задачи 

математического моделирования

𝐹 =  𝑎=1
𝑁  𝑖=1

𝐼  𝑗 𝑢𝑗
𝑎 𝑡𝑖 − 𝑢𝑗_𝑓𝑎𝑐𝑡

𝑎 𝑡𝑖
2
+P q +

+ 

𝑖=1

𝐼1

 

𝐺𝑇=1

𝑁𝑔𝑡

𝜃𝐺𝑇(𝑥
ℎ𝑏 𝑡𝑖 −𝑥𝑓𝑎𝑐𝑡

ℎ𝑏 𝑡𝑖  2

(5)
Гены-мишени(𝑎):
hb, gt, Kr, kni

Генотипы(GT): особи с 
разным количество копий 
материнского гена bcd

Моделирование с исходным набором параметров Эксперимент
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Решение обратной задачи 

математического моделирования

гены регуляторы

гены регуляторы

ге
н

ы
 м

и
ш

ен
и

гены регуляторы

гены регуляторы

ге
н

ы
 м

и
ш

е
н

и

Исходный набор параметров

«Удачный» набор параметров



Результаты(1)

𝑆𝛼 𝑢, 𝑥, 𝑡 = 𝑅𝛼g( 𝑏=1
𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸
𝑎𝑐

𝑢𝑐 + ℎ𝑎) 9
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Результаты(2)

𝑆𝛼 𝑢, 𝑥, 𝑡 = 𝑅𝛼g( 𝑏=1
𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸
𝑎𝑐

𝑢𝑐 + ℎ𝑎)

Исходный набор параметров



11

Результаты(3)

𝑆𝛼 𝑢, 𝑥, 𝑡 = 𝑅𝛼g( 𝑏=1
𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸
𝑎𝑐

𝑢𝑐 + ℎ𝑎)

«Удачный» набор параметров



Результаты(4)

𝑆𝛼 𝑢, 𝑥, 𝑡 = 𝑅𝛼g( 𝑏=1
𝑁 𝑇𝑎𝑏 𝑢𝑏 +  c=1

𝑁 𝐸
𝑎𝑐

𝑢𝑐 + ℎ𝑎)

Исходный набор параметров «Удачный» набор параметров
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Основные результаты работы

• В результате численного решения обратной задачи были

найдены значения параметров, при которых решение

удовлетворяет экспериментальным данным по вариации

материнского фактора bcd.

• Регуляторный анализ продемонстрировал различные

механизмы взаимодействий между генами при больших и

малых концентрациях материнского фактора – белка Bcd

• Взаимодействия между hb и gt являются ключевыми при

формировании пространственной границы паттерна

экспрессии hb при малых концентрациях bcd. Это

единственная пара, где взаимодействие не соответствуют

правилу "взаимная репрессия"

• В «удачном» наборе параметров снижена роль Gt (за счет

отсутствия экспрессии gt в антериорной части эмбриона),

поэтому его регуляция больше не портит картину.
13



Заключение
 Исследована наиболее востребованная математическая модель

генной сети эмбриона дрозофилы на ранней стадии развития.

 Найдена граница применимости модели и показано, что регуляция

между генами hb и gt в антериорных доменах неправильно

описывается в модели исследованного типа.

 Предложена и реализована новая постановка решения обратной

задачи моделирования, позволяющая подобрать решение, которое

больше соответствует биологическому феномену.

 Разработана библиотека на языке R, позволяющая проводить

регуляторный анализ, удобно и в больших количествах строить

необходимые для исследования графики и таблицы.

 В некоммерческий пакет программ GCDM добавлен функционал,

позволяющий работать с данными по сдвигам границ доменов.
14



Спасибо за внимание!



Дополнительно: Виды моделей
• Логические модели – основаны на булевой логике. 

Состояние гена – 0 или 1. Позволяют лишь качественно 
описывать экспрессию генов.

• Модели на основе обыкновенных дифференциальных 
уравнений (рассматриваемый случай)

• Стохастические модели экспрессии генов. Наиболее 
детальны. Учтены стохастические молекулярные 
механизмы.



Дополнительно: Оптимизатор
Полностью Параллельная Разностная Эволюция:
 Стохастический итерационный алгоритм. 

 Потенциальное решение - индивид.

 На каждой итерации алгоритм генерирует новое поколение 
векторов, случайным образом комбинируя векторы из 
предыдущего поколения. Число векторов в каждом поколении одно 
и то же и является одним из параметров метода.

 Мутантный вектор:
𝑣 = 𝑞1 + 𝑆 𝑞3 − 𝑞2

где 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 - отличные между собой и от q индивиды.

 На каждом шаге скрещивание (часть значений из пробного 

замещается некоторыми из исходного индивида q). Если 
получившийся вектор лучше старого минимизирует функционал, 
то использует его, иначе используют старый вектор.

 Метод взвешенной суммы – функционал состоит из нескольких 

частей, у каждой из которых есть вес.



Дополнительно: Подробное описание модели

• Смысл 𝛿i1 и 𝛿i𝑀 в том, чтобы правильно учесть крайние ядра (i = 1 и i = M) в

уравнениях, а именно тот факт, что из каждого из этих ядер диффузия белка

рассматривается только в одно соседнее ядро (i = 2 и i = M — 1)

• Число ядер зависит от цикла деления по правилу M(n) = 2M(n — 1), то есть в

результате деления ядер их число удваивается в каждом последующем цикле

• Коэффициент диффузии Da(n) зависит от номера n цикла делений по

формуле Da(n) = 4Da(n — 1). Предполагается, что с каждым циклом деления

расстояние между ядрами уменьшается двое. D обратно пропорционально

квадрату расстояния.

• Функция x(t) тождественно равна единице в периоды интерфазы и нулю в

периоды митоза, обеспечивая тем самым отсутствие синтеза в периоды

митоза

• Константа Ra > 0 определяет максимальный уровень, на котором а-й ген

может производить свой белок

• Параметр h – однородная часть регуляторного вклада внешних факторов.

• Параметр 𝜆𝑎 −скорость распада продукта гена а, связанная с периодом
полураспада данного белка формулой 𝜆𝑎 = 𝑙𝑛2/𝜏1

2

𝑎 .



Дополнительно: Генная сеть
Динамика вектор-функции концентраций u(t) = (u1(t), ..., uN(t)) белков,

кодируемых N генами, описывается в общем виде следующей системой

обыкновенных дифференциальных уравнений:
𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐹 𝑢 (1)

Чтобы математически определить тип взаимодействия между различными

генами (активация, репрессия или отсутствие взаимодействия), достаточно

вычислить якобиан системы (1): J(u) = ∂uF (u).

Если элемент 𝐽𝑎𝑏 = ∂(Fa)/ ∂ ub не равен нулю, то изменения переменной ub

оказывает влияние на производную по времени переменной ua. В этом

случае можно сказать, что “ген b действует на ген а”. Данное действие

имеет положительный знак, то есть ген b активирует а, если Jab > 0. Если

Jab < 0, то ген b репрессирует ген а.


