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Öåëè è çàäà÷èÖåëü ðàáîòû:Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè íàäêîëüöàìè âû÷åòîâ�åøàåìûå çàäà÷è:�åàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèèÏîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå áàçèñîâ �ð¼áíåðà èäåàëîâíóëü-ïîëèíîìîâÏåðå÷èñëåíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê íàä êîëüöàìèâû÷åòîâ
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Äëÿ çàäàííîãî êîëüöà R è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé (x , y), x ∈ S ⊂ R ,
y ∈ R íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïîëèíîì P(x) : ∀x ∈ S P(x) = y , åñëèòàêîé ïîëèíîì ñóùåñòâóåò. Ïîëèíîì, ðåàëèçóþùèé çàäàííûå çíà÷åíèÿáóäåì íàçûâàòü èíòåðïîëÿöèîííûì, à ïðîöåññ åãî ïîñòðîåíèÿ �èíòåðïîëÿöèåé.Ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè Ëàãðàíæà è Íüþòîíà íå ðàáîòàþò â ñëó÷àåêîëüöà, òàê êàê â êîëüöå îáðàòíûé ýëåìåíò îïðåäåëåí íå äëÿ êàæäîãîýëåìåíòà.
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Àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèèP.Gopalan ïðåäëîæèë àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèè, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿíà ñëåäóþùèõ èäåÿõ:Êàæäûé ïîëèíîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîéêîìáèíàöèè áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ
N0 = 1,Ni (x) =

i−1
∏

j=0

(x − j), i > 0 (1)Äëÿ êàæäîãî êîëüöà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîåèíòåðïîëÿöèîííûì, çíà÷åíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé �óíêöèè íàêîòîðîì îïðåäåëÿþò åå íà âñåì êîëüöå âû÷åòîâ.Äëÿ ñîñòàâíîãî m =
∏t

i=0 p
ki

i èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì íàä
Zm = Z/mZ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ êèòàéñêîé òåîðåìû îáîñòàòêàõ, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èíòåðïîëÿöèè íàä Z

p
ki
i

.Êàíæåëåâà Î.Þ. (ÑÏá�ÏÓ) Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íàä Zn 15 èþíÿ 2011 4 / 19



Èíòåðïîëÿöèîííîå ìíîæåñòâîÎïðåäåëåíèåÄëÿ çàäàííîãî êîëüöà R ìíîæåñòâî S = {α0, ..., αk},S ⊂ Ríàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì, åñëè çíàÿ çíà÷åíèÿ ëþáîãîïîëèíîìà â òî÷êàõ S , ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü åãî íà âñåìêîëüöå. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìèíèìàëüíîå èíòåðïîëÿöèîííîåìíîæåñòâî.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîæåñòâà â êîëüöå R áóäåìèñêàòü òàêîå ïîäìíîæåñòâî S ⊂ R , êîòîðîå çàäàåò íóëåâóþ �óíêöèþíà âñåì S .Ìîæíî ïîñòðîèòü æàäíûé àëãîðèòì, èñïîëüçóÿ
NS

i (x) =
∏

j<i
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Áûñòðîå âû÷èñëåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîæåñòâàÄëÿ êîëüöà Zn èíòåðïîëÿöèîííîå ìíîæåñòâî S ìîæåò áûòü âû÷èñëåíîçà ëèíåéíîå âðåìÿ îò |S |.Áóäåì èñêàòü ìíîæåñòâî S ⊂ Zn, çàäàþùåå 0. Òàêèì îáðàçîì,íåîáõîäèìî íàéòè ìíîæåñòâî:
{0, ..., k − 1} : Ni(x) ≡ 0 ∀x = 0, n ∀i ≥ k ,ãäå Ni (x) îïðåäåëåíî ïî �îðìóëå (1).
∀x è i > k èëè x = 0, i − 1 Ni (x) ≡ 0.

Ni (i) = i ! è Ni (i + a) = (i+a)!
a! .Çíà÷èò, åñëè Ni (i) ≡ 0, òîãäà Ni (i + a) ≡ 0 ∀a.Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå k : k! ≡ 0 mod n îãðàíè÷èâàåò ðàçìåðèíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîæåñòâà.Ñëîæíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà O(k)Êàíæåëåâà Î.Þ. (ÑÏá�ÏÓ) Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íàä Zn 15 èþíÿ 2011 6 / 19



Äèíàìèêà ðîñòà èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîæåñòâà
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Àëãîðèòì èíòåðïîëÿöèè
Ïîñêîëüêó êàæäûé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé áàçèñíûõïîëèíîìîâ:

f (x) =
k

∑

i=0

ciN
S
i (x), k = |S | (3)èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåí çà k øàãîâ, ïðèóñëîâèè, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííîå ìíîæåñòâî S è áàçèñíûå ïîëèíîìû

NS
i (x) èçâåñòíû.
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Íóëü-ïîëèíîìûÎïðåäåëåíèåÏîëèíîì P áóäåì íàçûâàòü íóëü-ïîëèíîìîì íàä çàäàííûì êîëüöîì
R , åñëè ∀x ∈ R P(x) ≡ 0.Íóëü-ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè äëÿ Zm ìîæåò áûòü ïîñòðîåíñëåäóþùèì îáðàçîì:

m
p
(xp − x),ãäå p � ìèíèìàëüíûé äåëèòåëü m.Òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè íîðìèðîâàííîãîíóëü-ïîëèíîìà äëÿ íåêîòîðûõ êîëåö áûëè ïîëó÷åíû Shujun Li.ßñíî, ÷òî ýòà ñòåïåíü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì èíòåðïîëÿöèîííîãîìíîæåñòâà äëÿ êîëüöà Zn.Êàíæåëåâà Î.Þ. (ÑÏá�ÏÓ) Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íàä Zn 15 èþíÿ 2011 9 / 19



Âû÷èñëåíèå áàçèñîâ èäåàëîâ íóëü-ïîëèíîìîâÍóëü-ïîëèíîìû îáðàçóþò èäåàë. Ñðåäè îáðàçóþùèõ áàçèñà �ð¼áíåðàèäåàëà ïîëèíîìîâ âñåãäà åñòü íîðìèðîâàííûé íóëü-ïîëèíîì èíóëü-ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè. Ïðî îñòàëüíûå ñîñòàâëÿþùèåáàçèñà ìàëî èçâåñòíî.Îñíîâûâàÿñü íà âû÷èñëåíèè áàçèñà �ð¼áíåðà â CAS ”Singular”, ìûñòðîèëè áàçèñû èäåàëîâ íóëü-ïîëèíîìîâ. ”Singular” áûë âûáðàí êàêïàêåò, ïîääåðæèâàþùèé âû÷èñëåíèå áàçèñà �ð¼áíåðà â êîëüöàõ.�åøàåìûå çàäà÷è:1 Ïðîâåðêà îöåíîê çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûõ Shujun Li2 Ïîñòðîåíèå áàçèñîâ �ð¼áíåðà èäåàëîâ íóëü-ïîëèíîìîâÊàíæåëåâà Î.Þ. (ÑÏá�ÏÓ) Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íàä Zn 15 èþíÿ 2011 10 / 19



Ïîñòðîåííûå áàçèñû äëÿ íåêîòîðûõ êîëåö
Z16 8x2 + 8x

2x4 + 12x3 + 14x2 + 4x
x6 + 15x5 + 15x4 + 13x3 + 8x2 + 12x

Z32 16x2 + 16x
4x4 + 24x3 + 28x2 + 8x
2x6 + 30x5 + 30x4 + 26x3 + 8x
x8 + 2x5 + 3x4 + 6x3 + 12x2 + 8x

Z64 32x2 + 32x
8x4 + 16x3 + 24x2 + 16x
4x6 + 4x5 + 4x4 + 28x3 + 24x2
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Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ñòåïåíåé íóëü-ïîëèíîìîâÏîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè S.Li.ñòåïåíü p â îñíîâàíèè Zpk ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü íîðì. íóëü-ïîëèíîìà
k < p + 1 pk

k = p + 1 p2

p + 2 <= k <= 2p + 1 p(k − 1)

k = p(p + 1) + 1 p3ñòåïåíü 2 â îñíîâàíèè Z2k ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü íîðì. íóëü-ïîëèíîìà
k = 2 4

k = 3 4

k = 4 6

k = 5 8

k = 6 8
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Ïåðìóòàöèîííûå ïîëèíîìûÎïðåäåëåíèåÏîëèíîì f (x) ∈ K [x ] íàçûâàåòñÿ ïåðìóòàöèîííûì, åñëè îí çàäàåòáèåêòèâíóþ �óíêöèþ â êîëüöå K .Äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ Fp ñóùåñòâóåò p! ïåðìóòàöèîííûõïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé.Íàä êîëüöàìè íåñêîëüêî ïîëèíîìîâ ìîãóò ðåàëèçîâûâàòü îäíó è òó æåïåðåñòàíîâêó. Íàïðèìåð, äëÿ êîëüöà Z16 ïîëèíîìû
f (x) = x6 + 15x5 + 15x4 + 13x3 + 8x2 + 13x
g(x) = xîïðåäåëÿþò îäíó è òóæå ïåðåñòàíîâêó.Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå êîëè÷åñòâà N(m) ïåðìóòàöèîííûõïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé â êîëüöå Zm.

N(m) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé �óíêöèåé, ïîýòîìó áóäåìðàññìàòðèâàòü òîëüêî N(pk).Êàíæåëåâà Î.Þ. (ÑÏá�ÏÓ) Ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ íàä Zn 15 èþíÿ 2011 13 / 19



�åêóððåíòíàÿ �îðìóëà êîëè÷åñòâà ïåðìóòàöèîííûõïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé íàä Zpk

Íàìè áûëà âûâåäåíà ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà êîëè÷åñòâàïåðìóòàöèîííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé N(pk).
N(pk) =







p! if k = 1
p!(p − 1)ppp if k = 2
N(pk−1)pS(pk) if k > 2 (4)ãäå S(pk) � ðàçìåð èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîæåñòâà äëÿ Zpk .Òàêèì îáðàçîì, N(pk) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò S(pk).
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Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ïåðìóòàöèîííûõïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé íàä êîëüöîì Zpk

Àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ïåðåñòàíîâîê áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ èäåÿõ:Áóäåì ïåðå÷èñëÿòü íå âñå ïåðåñòàíîâêè, à òîëüêî ñîõðàíÿþùèå 0Ïîëèíîìû îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ èíòåðïîëÿöèîííîãîìíîæåñòâà, ïîýòîìó áóäåì ïåðå÷èñëÿòü âñå ïîäìíîæåñòâà äëèíû
|S | ïåðåñòàíîâîê, ãäå S � èíòåðïîëÿöèîííîå ìíîæåñòâî äëÿ ZpkÄëÿ êîëåö Z2k ìîæåò áûëà ïðîèçâåäåíà äîïîëíèòåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ.
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Èñïîëüçóåìûå òåõíîëîãèè
Çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïåðåñòàíîâîê òðåáóåòáîëüøèõ âðåìåííûõ çàòðàò. Ïîýòîìó, âû÷èñëåíèÿ âåëèñü íà12-ÿäåðíîì óçëå êëàñòåðà delta-fore.luster.spbstu.ru. Àëãîðèòìáûë ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Ñ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêèOpenMPI.Ïåðå÷èñëåíèÿ íóëü-ïîëèíîìîâ áûëè ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå Java.Áàçèñû �ð¼áíåðà ñ÷èòàëèñü ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ”Singular”
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû
îñíîâàíèå êîëüöà ÷èñëî ïîëèíîìèàëüíûõïåðåñòàíîâîê8 1289 129616 819225 38400000027 2550916832 209715264 536870912
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�åçóëüòàòû
�åàëèçîâàí ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîéèíòåðïîëÿöèè íàä êîëüöàìè âû÷åòîâ�àçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâ �ð¼áíåðàèäåàëîâ íóëü-ïîëèíîìîâÂûâåäåíà ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà êîëè÷åñòâà ïåðìóòàöèîííûõïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé íàä êîëüöàìè âû÷åòîâ�åàëèçîâàí àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ ïåðìóòàöèîííûõïîëèíîìèàëüíûõ �óíêöèé íàä êîëüöàìè âû÷åòîâ
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå
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